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Introduction

L'axe de cette th�ese est l'�etude des solutions r�eelles des syst�emes polynomiaux et plus

sp�eci�quement la ((r�esolution r�eelle)) des syst�emes polynomiaux de dimension positive,

c'est-�a-dire contenant une in�nit�e de solutions complexes.

Qu'est-ce que r�esoudre?

Dans ce document, nous distinguerons la ((r�esolution alg�ebrique)) de la ((r�esolution

r�eelle)) des syst�emes polynomiaux. Ces deux termes sont �a d�e�nir. Le premier concerne

l'�etude des solutions complexes par la r�e�ecriture du syst�eme d'�equations de d�epart sous

une forme exploitable. Le second concerne l'�etude de l'ensemble des solutions r�eelles qui

doit être facilit�ee par la r�esolution alg�ebrique.

Consid�erons �a titre d'exemple le cas des syst�emes polynomiaux admettant un nombre

�ni de solutions complexes (syst�emes z�ero-dimensionnels). Par r�esolution alg�ebrique d'un

tel syst�eme, on peut entendre, par exemple, la r�e�ecriture de l'ensemble des solutions sous

la forme suivante : 8>>>><>>>>:
G0(T )Xn �Gn(T ) = 0
...

G0(T )X1 �G1(T ) = 0

F (T ) = 0

o�u X1; : : : ;Xn sont les variables du syst�eme de d�epart, T est une nouvelle variable, et les

polynômes F;G0;G1; : : : ;Gn sont en une seule variable T . Il est alors clair qu'�a partir de

cette repr�esentation des solutions complexes, l'�etude des solutions r�eelles peut se faire en

comptant et en isolant les racines r�eelles du polynôme F (une bijection entre les racines

r�eelles de F et celles du syst�eme de d�epart �etant assur�ee).

Le calcul de telles repr�esentations a fait l'objet de plusieurs �etudes r�ecentes. Sur la base

de ces r�esultats th�eoriques et des performances pratiques des logiciels dont ils sont l'abou-

tissement, il est raisonnable de consid�erer que la r�esolution alg�ebrique et la r�esolution

r�eelle des syst�emes polynomiaux z�ero-dimensionnels constituent aujourd'hui un domaine

bien maitris�e dans le cadre des m�ethodes formelles.

Nous nous int�eresserons donc �a la ((r�esolution r�eelle)) des syst�emes polynomiaux de

dimension positive { c'est-�a-dire les syst�emes polynomiaux admettant un nombre in�ni

de solutions complexes. En dimension positive, plusieurs d�e�nitions du terme ((r�esolution



4

r�eelle)) sont possibles. En e�et, il peut s'agir de d�ecider uniquement si une vari�et�e alg�ebri-

que r�eelle est vide, en donner au moins un point par composante connexe, calculer la

dimension r�eelle de la vari�et�e, etc. Les algorithmes r�ecents d'�elimination des quanti�ca-

teurs utilisent intensivement des routines calculant au moins un point par composante

connexe d'ensembles semi-alg�ebriques. Ces routines utilisent elles-mêmes d'autres rou-

tines calculant au moins un point par composantes connexes sur des vari�et�es alg�ebriques

r�eelles. Nous choisissons donc d'adopter comme d�e�nition du mot ((r�esoudre)) : ((donner

au moins un point par composante connexe sur une vari�et�e alg�ebrique r�eelle)).

Probl�ematique

L'algorithme le plus connu permettant de calculer au moins un point par composante

semi-alg�ebriquement connexe sur une vari�et�e alg�ebrique r�eelle quelconque est l'algorithme

deD�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique de Collins [28]. Cet algorithme e�ectue un

traitement r�ecursif sur les variables, et ses sp�eci�cations sont en fait bien plus g�en�erales : il

permet notamment de d�eterminer toutes les conditions de signes v�eri��ees par une famille

de polynômes. Sa complexit�e th�eorique est doublement exponentielle en le nombre de

variables. En pratique, cet algorithme { qui est le seul permettant de donner au moins

un point par composante connexe sur une vari�et�e r�eelle et qui soit implant�e { ne permet

gu�ere de r�esoudre des probl�emes de plus de trois variables.

Une des alternatives �a l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique est la

famille d'algorithmes que l'on peut regrouper sous le nom de M�ethode des Points

Critiques [53, 55, 74, 56, 12, 13, 87].

Ces algorithmes sont de complexit�e simplement exponentielle en le nombre de variables

en terme de taille de la sortie et de nombre d'op�erations. Cette borne de complexit�e est

asymptotiquement optimale. Elle est atteinte sur certains exemples. La m�ethode des points

critiques est bas�ee sur le calcul des points critiques d'une fonction ((bien choisie)) restreinte

�a la vari�et�e que l'on veut �etudier, l'objectif �etant de ramener le probl�eme �a l'�etude d'un

syst�eme polynomial z�ero-dimensionnel, dont l'ensemble des solutions contient les points

critiques de cette fonction. Cette m�ethode permet de se ramener directement �a l'�etude

d'un nombre �ni de points complexes et d'�eviter tout traitement r�ecursif sur les variables.
�A notre connaissance, il n'existait aucune implantation d'algorithmes bas�es sur cette

m�ethode avant le d�ebut de nos travaux.

Ainsi, alors qu'en terme d'�etude de complexit�e th�eorique, le domaine semble bien maitris�e

{ au point que des algorithmes asymptotiquement optimaux sont propos�es {, ce sont des

algorithmes permettant d'obtenir des implantations eÆcaces en pratique qui

font d�efaut.

Les causes de cette situation sont multiples. La complexit�e th�eorique des algorithmes

de la m�ethode de points critiques { comme la plupart des algorithmes concernant la

r�esolution des syst�emes polynomiaux { est �evalu�ee avec une constante en exposant. Ainsi,

deux algorithmes de même complexit�e peuvent avoir des comportements qui di��erent de

fa�con exponentielle en pratique. Pour peu que cette constante soit �elev�ee, un algorithme

de complexit�e simplement exponentielle peut avoir un mauvais comportement en pratique
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sur des probl�emes que le Calcul Formel peut pr�etendre r�esoudre comparativement �a un

algorithme de complexit�e doublement exponentielle. Aussi, peut-on remarquer que pour

de tr�es nombreux algorithmes de r�esolution alg�ebrique, des di��erences de temps de calcul

sensibles peuvent être constat�ees sur des probl�emes de taille �equivalente en entr�ee. Ces

temps d�ependent plus de la taille de la sortie de la solution retourn�ee que de la taille

d'entr�ee des probl�emes que l'on veut r�esoudre.

Les th�eor�emes de complexit�e concernant l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique

Alg�ebrique et les algorithmes de la m�ethode des points critiques indiquent que la sortie de

l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique est doublement exponentielle alors

que celle des algorithmes de la m�ethode des points critiques est simplement exponentielle.

Ainsi, il est raisonnable de penser qu'en contrôlant mieux la croissance des donn�ees

interm�ediaires apparaissant dans ces algorithmes, nous pourrons obtenir de bons r�esultats

en pratique. L'objectif de cette th�ese est d'adapter les algorithmes de la m�ethode des

points critiques de mani�ere �a obtenir des algorithmes eÆcaces en pratique. Le document

est compos�e de deux parties dont nous d�etaillons le contenu ci-dessous.

R�esultats et r�esum�es des di��erents chapitres

Premi�ere Partie : Pr�eliminaires

Nous introduisons les outils math�ematiques et algorithmiques que nous utiliserons dans

la suite du document. Except�es certains r�esultats du chapitre 6, cette partie est essentiel-

lement constitu�ee de rappels.

Chapitre 1 : Rappels de g�eom�etrie alg�ebrique r�eelle

Ce chapitre rappelle certaines notions �el�ementaires de g�eom�etrie alg�ebrique r�eelle qui

seront utilis�ees dans ce document.

Chapitre 2 : Suite des sous-r�esultants

La suite des sous-r�esultants est un outil fondamental en Calcul Formel. En particulier,

le calcul de cette suite est l'ingr�edient essentiel de la premi�ere �etape de l'algorithme de

D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique. Dans ce chapitre, nous rappelons la d�e�nition

de la suite des sous-r�esultants associ�ee �a un couple de polynômes. Puis, nous rappelons

comment on peut en d�eduire le degr�e du pgcd de ce couple ainsi que les propri�et�es de

sp�ecialisation de cette suite.

Les rappels contenus dans ce chapitre seront utilis�es dans le chapitre 3 de la partie I, ainsi

que dans les chapitres 2 et 3 de la partie II.

Chapitre 3 : D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique

Ce chapitre est d�edi�e �a l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique [28], qui

est le plus connu en mati�ere de r�esolution r�eelle des syst�emes polynomiaux de dimension
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positive. Soit R un corps r�eel clos. Nous rappelons dans un premier temps les d�e�nitions

de d�ecomposition cylindrique dans Rn et de d�ecomposition cylindrique alg�ebrique adapt�ee

�a une famille de polynômes de R[X1; : : : ;Xn]. Puis, nous r�e�etablissons sous quelles condi-

tions les racines r�eelles d'un polynôme univari�e �a coeÆcients dans R[X1; : : : ;Xn�1] varient

continument lorsque X1; : : : ;Xn�1 varient continument dans un ensemble semi-alg�ebrique

de Rn�1. Nous rappelons alors comment en d�eduire l'op�erateur de projection de l'algo-

rithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique de Collins. Nous d�ecrivons succintement

cet algorithme puis nous en rappelons la complexit�e th�eorique.

La r�edaction de ce chapitre reprend essentiellement celles de [31, 14].

Chapitre 4 : R�esolution des syst�emes z�ero-dimensionnels

Le cas z�ero-dimensionnel est important car nous nous y ram�enerons dans le cadre

des m�ethodes de points critiques. Nous commen�cons par rappeler les d�e�nitions et pro-

pri�et�es �el�ementaires des bases de Gr�obner. Nous rappelons aussi les r�esultats de [42, 59]

qui �enoncent les propri�et�es de sp�ecialisations des bases de Gr�obner. Le calcul d'une base

de Gr�obner peut être une �etape du processus de r�esolution alg�ebrique des syst�emes z�ero-

dimensionnels, dont l'aboutissement est le calcul d'une Repr�esentation Univari�ee Ration-

nelle qui est la r�e�ecriture de l'ensemble des solutions sous la forme mentionn�ee ci-dessus.

Nous en rappelons la d�e�nition que l'on peut trouver dans [80, 81] ainsi que quelques

propri�et�es et les �etapes importantes de son calcul �a partir d'une base de Gr�obner.

Chapitre 5 : Ensembles triangulaires

Apr�es un bref historique, nous rappelons la d�e�nition d'ensembles triangulaires de

polynômes, d'ensembles triangulaires consistants ainsi que du satur�e d'un ensemble tri-

angulaire. Puis nous justi�ons la notion de r�egularit�e pour les ensembles triangulaires

et rappelons les d�e�nitions d'ensembles triangulaires r�eguliers et d'ensembles triangu-

laires r�eguliers s�eparables. Nous en donnons ensuite quelques propri�et�es [6]. En�n, nous

rappelons les sp�eci�cations des algorithmes de d�ecomposition en ensembles triangulaires

r�eguliers et s�eparables au sens de Lazard [65, 72] et au sens de Kalkbrener [60, 5]. En�n,

nous rappelons les sp�eci�cations de quelques routines associ�ees aux algorithmes de Lazard

et de Kalkbrener.

Ces rappels seront intensivement utilis�es dans la partie II de ce document.

Chapitre 6 : Un algorithme de bonne complexit�e bas�e sur la m�ethode des

points critiques

La m�ethode des points critiques consiste �a calculer les points critiques d'une fonction

((bien choisie)) qui atteint ses valeurs critiques en chacune des composantes connexes de la

vari�et�e �etudi�ee. Il en existe plusieurs variantes [53, 55, 74, 56, 12, 13, 87, 9, 10, 11]. Dans

ce chapitre, nous rappelons l'algorithme d�ecrit dans [13, 12, 87]. Apr�es deux d�eformations

in�nit�esimales, le probl�eme est ramen�e �a l'�etude d'une hypersurface lisse dont le lieu

r�eel est compact et telle que le syst�eme d'�equations polynomiales caract�erisant les points



7

critiques de la fonction de projection sur la premi�ere coordonn�ee est directement une base

de Gr�obner pour l'ordre du degr�e lexicographique.

Une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle de l'ensemble des solutions peut alors être

calcul�ee en utilisant les algorithmes d�ecrits dans [80, 81]. Il faut ensuite calculer les limites

des solutions ainsi d�ecrites lorsque les deux in�nit�esimaux tendent vers z�ero pour obtenir

un point par composante connexe sur l'hypersurface de d�epart. Nous donnons dans ce

chapitre de nouveaux algorithmes, extraits de [84], permettant d'e�ectuer ce calcul.

En�n, nous rappelons la complexit�e th�eorique de l'algorithme obtenu. Nous proc�edons

alors �a une br�eve analyse exp�erimentale de cet algorithme sur un exemple simple. Plusieurs

points bloquants apparaissent :

{ la premi�ere �etape qui permet de se ramener au cas d'une hypersurface compacte

introduit des singularit�es;

{ la deuxi�eme �etape, qui permet de se ramener au cas lisse, engendre automatiquement

une base de Gr�obner z�ero-dimensionnelle pour l'ordre du degr�e lexicographique;

{ le degr�e de cette base de Gr�obner est �elev�e au point qu'il empêche toute r�esolution

par les techniques connues �a ce jour;

{ �a cette diÆcult�e s'ajoute celle de faire des calculs sur une arithm�etique in�nit�esimale.

Deuxi�eme Partie : Nouveaux Algorithmes

Cette partie contient les contributions de ce document �a la r�esolution r�eelle des syst�emes

polynomiaux en dimension positive. Soit K un corps r�eel, R sa clôture r�eelle, et C sa

cloture alg�ebrique.

Chapitre 1 : Le cas des hypersurfaces

Ce travail, e�ectu�e en collaboration avec F. Rouillier et M.-F. Roy [84], reprend une

id�ee classique [89], (voir aussi [56, 80]) et qui consiste �a utiliser calculer les points critiques

de la fonction distance �a un point restreinte �a la vari�et�e que l'on veut �etudier.

Soit P un polynôme irr�eductible de K[X1; : : : ;Xn]. Pour tout choix de point A 2 Kn,

l'ensemble C(V (P );A) des points M d�e�ni par le syst�eme d'�equations polynomiales :

P (M) = 0;
�!

grad
M
(P )==

�!

AM

contient les points critiques de la fonction distance au point A restreinte �a V (P )
T
Rn

et donc intersecte chaque composante connexe de V (P )
T
Rn. De plus, si fM 2 Cn j

P (M) = 0;
�!

gradM (P ) =
�!

0 g = ;, l'ensemble des points A 2 Cn tels que l'id�eal d�e�ni

par le syst�eme d'�equations ci-dessus n'est pas z�ero-dimensionnel et radical est contenu

dans une vari�et�e alg�ebrique de Cn. On en d�eduit un premier algorithme prenant en entr�ee

une hypersurface sans singularit�es complexes d�e�nie par un polynôme et retournant au

moins un point par composante connexe de V (P )
T
Rn.

Dans le cas o�u fM 2 Cn j P (M) = 0;
�!

grad
M

(P ) =
�!

0 g contient une in�nit�e de

points, l'hypersurface d�e�nie par P � " (o�u " est un in�nit�esimal) est lisse. En appliquant
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les r�esultats pr�ec�edents, on peut trouver un point A tel que C(V (P�");A) est un ensemble
�ni de points. Nous montrons alors que l'ensemble des points appartenant qui sont limites

de C(V (P�");A) lorsque " tend vers 0 intersecte chaque composante semi-alg�ebriquement

connexe de V (P )
T
Rn.

Pour traiter ces cas, il est n�ecessaire de calculer une base de Gr�obner puis calculer une

Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a coeÆcients dans K("), et les limites des racines

born�ees des solutions qu'elle repr�esente. Nous donnons des outils pour calculer une base

de Gr�obner dans K(") en utilisant les propri�et�es de sp�ecialisation d�ecrites dans [42]. Puis

nous montrons que si nous sp�ecialisons le param�etre " en un point tel que le syst�eme

obtenu engendre un id�eal z�ero-dimensionnel et radical, tout �el�ement s�eparant pour les

racines de cet id�eal est s�eparant pour les solutions du syst�eme d'�equations �a coeÆcients

dans K(").

En collaboration avec E. Schost, nous compl�etons ces travaux en montrant comment

certi�er l'algorithme probabiliste propos�e dans [88] pour calculer des Repr�esentations

Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients dans K(").

En�n, nous proposons un nouvel algorithme permettant de calculer les limites des so-

lutions born�ees de syst�emes d'�equations polynomiales �a coeÆcients dans K("). Cet algo-

rithme n'e�ectue qu'un seul calcul de d�eveloppements en s�eries de Puiseux, ce qui permet

d'�eviter plusieurs calculs diÆciles e�ectu�es par l'algorithme propos�e dans le chapitre 6 de

la partie I.

L'algorithme �nal, nomm�eHA3, e�ectue une seule d�eformation in�nit�esimale unique-

ment lorsque l'hypersurface �etudi�ee contient une in�nit�e de points singuliers. Les outils

algorithmiques mis en �uvre sont divers : bases de Gr�obner et Repr�esentations Univari�ees

Rationnelles, remont�ees de Newton-Hensel , approximants de Pad�e, et d�eveloppements en

s�erires de Pusieux. Dans un cadre certi��e, nous n'obtenons pas de r�esultats de complexit�e

�a cause des calculs de bases de Gr�obner et du choix du point A. En revanche, dans un cadre

probabiliste le premier choix du point A est bon, et les techniques d'�elimination bas�ees

sur la repr�esentation des polynômes par des programmes d'�evaluation [43, 44, 45, 46, 47]

permettent d'obtenir une complexit�e simplement exponentielle car nous avons montr�e que

les syst�emes z�ero-dimensionnels �etudi�es par HA3 v�eri�ent les hypoth�eses d'applicabilit�e

de ces algorithmes. Il convient n�eanmoins de signaler qu'�a notre connaissance, il n'existe

pas d'algorithmes tirant pro�t de cette structure de donn�ees pour compter et isoler les

racines r�eelles d'un polynôme univari�e.

Dans une derni�ere section, nous proc�edons �a l'�etude exp�erimentale de l'algorithme

obtenu. Dans les cas o�u la d�eformation in�nit�esimale n'est pas n�ecessaire, nous pou-

vons traiter des probl�emes qui ne sont pas accessibles �a la D�ecomposition Cylindrique

Alg�ebrique de Collins. La sortie de nos algorithmes est de taille bien inf�erieure �a celle de

l'algorithme de Collins. Les r�epercussions dans les temps de calcul sont sensibles. Dans

les cas o�u la d�eformation in�nit�esimale est n�ecessaire, les conclusions sont plus mitig�ees.

En e�et, sur les exemples qui ont pu être trait�es, l'algorithme de D�ecomposition Cylin-

drique Alg�ebrique de Collins a une sortie de taille inf�erieure �a celle de l'algorithme HA3.

Il faut noter que tous les exemples consid�er�es sont en trois variables. En termes de temps
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de calcul, sur la classe d'exemples consid�er�es, l'algorithme de D�ecompostion Cylindrique

Alg�ebrique r�esoud en quelques secondes des probl�emes que l'algorithme HA3 ne peut

r�esoudre. Il est alors raisonnable de penser que sur la plupart des probl�emes de même

degr�e et contenant plus de variables, l'algorithme HA3 ne devrait pas pouvoir donner

de meilleurs r�esultats. La principale raison est que le degr�e de l'id�eal z�ero-dimensionnel

�etudi�e dans K(")[X1; : : : ;Xn] est trop grand comparativement �a la somme des degr�es des

Repr�esentations Univari�ees Rationnelles retourn�ees par HA3 : en e�et plusieurs racines

born�ees du syst�eme z�ero-dimensionnel �a coeÆcients dansK(")[X1; : : : ;Xn] convergent vers

un seul point lorsque " tend vers 0. C'est donc la croissance des donn�ees interm�ediaires

qui est mal contrôl�ee.

Chapitre 2 : Syst�emes d'�equations

L'ensemble des singularit�es d'une hypersurface est une vari�et�e alg�ebrique de dimension

strictement inf�erieure �a celle de l'hypersurface. Si on sait �etudier les points critiques de

la fonction distance restreinte �a cet ensemble de singularit�es, on peut alors donner au

moins un point par composante connexe sur une hypersurface r�eelle, sans d�eformation

in�nit�esimale, en �etudiant des vari�et�es alg�ebriques dont la dimension baisse progressive-

ment.

Ce chapitre pr�esente les travaux, e�ectu�es en collaboration avec P. Aubry et F. Rouil-

lier, qui mettent en �uvre cette d�emarche.

Soit (P1; : : : ;Ps) � K[X1; : : : ;Xn] une famille de polynômes. Nous montrons dans
un premier temps que si V (P1; : : : ;Ps) est une vari�et�e alg�ebrique �equi-dimensionnelle de
dimension d et si hP1; : : : ;Psi est radical, alors on peut trouver un point A 2 Kn tel que
l'ensemble de points

C(V (P1; : : : ;Ps);A) = fM 2 V (P1; : : : ;Ps) j rank(
�!

gradM (P1); : : : ;
�!

gradM (Ps);
�!

AM ) � n� dg

intersecte chaque composante semi-alg�ebriquement connexe de V (P1; : : : ;Ps)
T
Rn et est

la r�eunion d'une composante de dimension z�ero, contenant les points critiques r�eguliers

de la fonction distance au point A, et de l'ensemble des singularit�es de V (P1; : : : ;Ps).

On en d�eduit un algorithme { nomm�e SA1 { utilisant une routine de d�ecomposition

�equi-dimensionnelle radicale, et qui donne au moins un point par composante semi-

alg�ebriquement connexe sur une vari�et�e alg�ebrique r�eelle quelconque, sans restriction sur

le syst�eme d'�equations d�e�nissant la vari�et�e. La terminaison de l'algorithme est assur�ee

car �a chaque �etape, les vari�et�es consid�er�ees sont de dimension inf�erieure �a celles qui �etaient

�etudi�ees au pas pr�ec�edents. Cet algorithme n'e�ectue aucune d�eformation in�nit�esimale.

La caract�erisation alg�ebrique de C(V (P1; : : : ;Ps);A) se fait en e�ectuant des calculs de

d�eterminants sur des mineurs de la matrice jacobienne �a laquelle on a rajout�e le vecteur
�!

AM . Le calcul de ces d�eterminants peut devenir une �etape bloquante de l'algorithme

en particulier lorsque la vari�et�e est d�e�nie par un trop grand nombre de polynômes.

En imposant �a la routine de d�ecomposition �equi-dimensionnelle de renvoyer des bases

de Gr�obner lexicographiques engendrant le satur�e d'un ensemble triangulaire r�egulier

s�eparable qui en est extrait, on peut calculer ces d�eterminants en ne consid�erant que les
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polynômes de l'ensemble triangulaire. Ainsi, pour une composante de dimension d, seuls

d d�eterminants sont �a calculer. Nous obtenons un nouvel algorithme { nomm�e SA2 {

qui est plus eÆcace que le pr�ec�edent. Nous montrons que si la routine de d�ecomposition

�equi-dimensionnelle radicale est une d�ecomposition en id�eaux premiers, non seulement

les r�esultats pr�ec�edents restent vrais mais la sortie de nos algorithmes est plus petite, et

certaines branches de calculs sont �evit�ees.

Ce dernier algorithme utilise des m�ethodes d'�elimination fond�ees sur les bases de

Gr�obner. et des propri�et�es des ensembles triangulaires s�eparables. Nous avons tent�e, en

collaboration avec P. Aubry et F. Rouillier, de substituer les calculs de bases de Gr�obner

par des algorithmes de d�ecompositions en ensembles triangulaires r�eguliers et s�eparables.

Nous montrons dans un premier temps comment utiliser les d�ecompositions de Lazard

dans nos algorithmes. Puis, a�n de garantir une plus grande eÆcacit�e �a l'algorithme

obtenu nous montrons comment calculer une d�ecomposition de Lazard en n'utilisant

qu'une routine de d�ecompositions en ensembles triangulaires r�eguliers au sens de Kalk-

brener. Nous montrons alors comment assurer le calcul des composantes de dimension

z�ero des ensembles C(V (P1; : : : ;Ps);A) en utilisant une routine prenant en compte des

in�equations. Ceci nous permet d'adapter l'algorithme SA2 de mani�ere �a n'utiliser que des

d�ecompositions en ensembles triangulaires de Kalkbrener.

Dans la troisi�eme section, nous �etudions deux cas particuliers. Le premier { que nous

appellerons position g�en�erale { est caract�eris�e par la structure des bases de Gr�obner appa-

raissant en cours de calcul : celles-ci sont des ensemble triangulaires de polynômes qui sont

tous de degr�e 1 et unitaires en leur variable principale. Le deuxi�eme cas particulier �etudi�e

est le cas des vari�et�es alg�ebriques r�eelles compactes. Dans le cas de la position g�en�erale,

l'algorithme SA2 est modi��e de mani�ere �a ramener l'�etude de la vari�et�e consid�er�ee V �a

celle d'une hypersurface dans Cd+1 (o�u d est la dimension de V ). Dans le cas des vari�et�es

alg�ebriques r�eelles compactes, la fonction de projection sur un axe peut être utilis�e �a la

place de la fonction distance.

Dans la derni�ere section, nous validons notre approche : en comparant l'algorithme

SA2 �a l'algorithme obtenu dans le chapitre pr�ec�edent dans le cas d'hypersurfaces conte-

nant une in�nit�e de points singuliers. Nous montrons que l'algorithme SA2 permet { au

moins sur ce type d'exemples { de mieux g�erer la croissance des donn�ees interm�ediaires.

L'impact sur les temps de calcul est sensible : nous pouvons traiter en des temps voisins

de la minute des probl�emes totalement inaccessibles �a l'algorithmeHA3. Puis nous mon-

trons que les optimisations dont b�en�e�cie l'algorithme SA2 lui permettent d'être plus

eÆcace que l'algorithme SA1. Nous montrons ensuite que la sortie de l'algorithme SA2

est de taille inf�erieure �a celle de l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique et

que ceci permet de traiter des probl�emes beaucoup plus diÆciles, que ceux accessibles �a

l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique. Nous proc�edons ensuite �a l'�etude

des algorithmes obtenus dans le cas particulier de vari�et�es alg�ebriques r�eelles compactes

et montrons que lorsque ce sera possible, il faudra pr�ef�erer la fonction de projection sur

un axe �a la fonction distance �a un point : les temps de calcul et les sorties sont inf�erieurs

�a ceux obtenus lorsqu'on utilise la fonction de projection sur un axe.
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Chapitre 3 : Vers les syst�emes d'�equations et d'in�equations polynomiales

Consid�erons le syst�eme d'�equations alg�ebriques :

(S)

(
xz � 1 = 0

y � x = 0

L'algorithme SA2 produit un syst�eme z�ero-dimensionnel de degr�e 4 dont l'ensemble des

racines r�eelles intersecte chaque composante semi-alg�ebriquement connexe de V (S)
T
IRn.

Or, il est clair que l'on peut d�ecider si V (S)
T
IRn est vide ou pas en �etudiant uniquement

l'hypersurface d�e�nie par y � x = 0. On trouve alors un syst�eme z�ero-dimensionnel de

degr�e 2. Pour trouver au moins un point par composante connexe, il faut �etudier d'une

part V (S)
T
V (x) et d'autre part l'ensemble semi-alg�ebrique de IR2 d�e�ni par :

y � x = 0; x 6= 0:

Cette �etude engendre deux syst�emes z�ero-dimensionnels de degr�e 1. En collaboration avec

P. Aubry et F. Rouillier, nous d�ecrivons dans ce chapitre comment mettre en �uvre ce type

de strat�egie. Dans une premi�ere section, nous montrons comment ramener l'�etude d'une

vari�et�e �equi-dimensionnelle de dimension d qui peut être d�e�nie par une base de Gr�obner

lexicographique engendrant le satur�e d'un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable, �a

l'�etude d'une vari�et�e de dimension strictement inf�erieure �a d et l'�etude d'un ensemble

semi-alg�ebrique de Rd d�e�ni par une seule �egalit�e et plusieurs in�equations.

Dans un deuxi�eme temps, nous rappelons les r�esultats de [13, 12, 87] qui permettent

de ramener l'�etude d'un ensemble semi-alg�ebrique de Rn �a l'�etude de plusieurs vari�et�es

alg�ebriques r�eelles de Rh"in o�u " est un in�nit�esimal. Nous montrons alors comment

adapter l'algorithme SA2 pour obtenir un algorithme permettant de donner au moins un

point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans un ensemble semi-alg�ebrique.

Nous en d�eduisons deux algorithmes. Le premier { nomm�e SA4 { fonctionne sans in�-

nit�esimaux, et d�ecide du vide d'une vari�et�e alg�ebrique r�eelle dans certains cas fr�equents

en pratique que nous avons appel�e ((position favorable)). Le deuxi�eme { nomm�e SA5

{ introduit un seul in�nit�esimal et trouve au moins un point par composantes semi-

alg�ebriquement connexes sur une vari�et�e alg�ebrique r�eelle quelconque. Notons que cet

in�nit�esimal est de nature di��erente de celui que nous avons introduit dans le chapitre

1 de cette partie : il n'est pas destin�e �a tendre vers 0 et simule r�eellement un rationnel

((suÆsamment petit)). Quelques optimisations sont apport�ees. Nous montrons en particu-

lier comment calculer une d�ecomposition �equi-dimensionnelle d'un syst�eme d'�equations

polynomiales �a coeÆcients dans K(") en ne faisant des calculs que sur les entiers.

Puis nous validons exp�erimentalement notre d�emarche. Nous montrons que la sortie

des algorithmes SA4 et SA5 est de taille inf�erieure �a celle de l'algorithme SA2. En

terme de temps de calcul, lorsqu'il peut être appliqu�e, l'algorithme SA4 s'av�ere plus

eÆcace que l'algorithme SA2. Rappelons n�eanmoins que sa sortie est plus faible que celle

de l'algorithme SA2. L'algorithme SA5, dont la sortie a les mêmes sp�eci�cations que

celle de l'algorithme SA2, est lui aussi signi�cativement plus eÆcace que l'algorithme

SA2. Il est n�eanmoins apparu sur certains exemples que des progr�es restent �a faire pour
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la r�esolution r�eelles des syst�emes d'�equations et d'in�egalit�es : les solutions propos�ees pour

le calcul certi��e de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients in�nit�esimaux

(voir chapitre 1 de cette partie) se sont montr�ees assez eÆcaces pour traiter les probl�emes

que nous devions r�esoudre, au point que c'est la derni�ere phase de l'algorithme { qui

consiste �a chercher un rationnel suÆsamment petit pour remplacer l'in�nit�esimal { qui

devient bloquante.

Chapitre 4 : Probl�eme d'interpolation de Birkho�

Soit f une fonction de IR dans IR, on note f (j) sa j-i�eme d�eriv�ee partielle. Soit x1; : : : ;xn
(avec x1 < : : : < xn) un ensemble ordonn�e de points r�eels tels que pour une famille I
de couples (i;j) 2 f1; : : : ;ng � f0; : : : ;rg les valeurs de f (j)(xi) = fi;j soient connues. Le

probl�eme qui consiste d�eterminer l'existence et �a trouver un unique polynôme P 2 IR[X]

de degr�e born�e par r tel que, pour (i;j) 2 I, le polynôme P v�eri�e P (j)(xi) = fi;j s'appelle

le probl�eme d'interpolation de Birkho�.

Pour n et r �x�es, on peut se poser le probl�eme de d�eterminer les familles I de couples de

f1; : : : ;ng�f0; : : : ;rg pour lesquelles le probl�eme d'interpolation de Birkho� est r�esoluble.

Il s'agit alors de fournir une base de donn�ees permettant de donner les conditions d'inter-

polation pour lesquelles le probl�eme d'interpolation de Birkho� est r�esoluble. Dans [48],

l'auteur montre que ce probl�eme est �equivalent �a celui qui consiste �a d�ecider si une hy-

persurface contient des points r�eels n'ayant aucune coordonn�ee nulle. Dans [80], l'auteur

propose une r�esolution partielle du probl�eme. Nous montrons comment les algorithmes

propos�es dans ce document permettent d'automatiser la r�esolution de ce probl�eme.
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Chapitre 1

Rappels de g�eom�etrie alg�ebrique

r�eelle

R�esum�e

Dans ce Chapitre, nous rappelons les d�e�nitions et propri�et�es des ensembles
et fonctions semi-alg�ebriques. Nous rappelons en particulier le principe de Tarski-
Seidenberg ainsi que ses cons�equences les plus importantes. Dans un deuxi�eme
temps, nous �etudions les ensembles alg�ebriques r�eels, cas particuliers des ensembles
semi-alg�ebriques, mais qui ne b�en�e�cient pas des mêmes propri�et�es de stabilit�e. Nous
rappelons aussi les notions de singularit�es, de points et de valeurs critiques, ainsi
que le th�eor�eme de Sard. La r�edaction de ce Chapitre est inspir�ee de [20, 18, 31].

Sommaire
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1.1 Ensembles et fonctions semi-alg�ebriques

D�e�nition 1.1 Soit R un corps ordonn�e. On dit que R est un corps r�eel clos si et seule-

ment si R[X]=hX2 + 1i est alg�ebriquement clos.

Le corps r�eel clos le plus connu est IR. Dans ce document, nous travaillerons aussi avec

le corps r�eel clos des s�eries de Puiseux �a coeÆcients r�eels. Soit " un in�nit�esimal, c'est-

�a-dire un �el�ement transcendant strictement positif et strictement inf�erieur �a tout �el�ement

strictement positif de R.

D�e�nition 1.2 Le corps des s�eries de Puiseux �a coeÆcients r�eels est l'ensemble des

�el�ements qui s'�ecrivent X
i�i0

ai"
i=q

o�u i 2 ZZ, q 2 Q et ai 2 R.

Soit a 2 Rh"i. On munit Rh"i de l'ordre suivant :

a > 0() ai0 > 0:

Muni de cet ordre, le corps des s�eries de Puiseux est un corps r�eel clos.

D�e�nition 1.3 Un ensemble semi-alg�ebrique de Rn est un sous-ensemble de Rn v�eri�ant

une combinaison bool�eenne d'�equations et d'in�egalit�es polynomiales.

De fa�con �equivalente, les ensembles semi-alg�ebriques de Rn forment la plus petite classe

C de sous-ensembles de Rn qui v�eri�e :

{ si P 2 R[X1; : : : ;Xn] alors fM 2 Rn j P (M) = 0g 2 C et fM 2 Rn j P (M) > 0g 2
C,

{ si A 2 C et B 2 C alors A
S
B, A

T
B, Rn n A sont dans C.

Proposition 1.1 Tout ensemble semi-alg�ebrique de Rn est r�eunion �nie de sous-ensemb-

les de la forme

fM 2 Rn j P (M) = 0 et Q1(M) > 0 et : : : et Q`(M) > 0g

pour ` 2 IN et P;Q1; : : : ;Q` 2 R[X1; : : : ;Xn].

L'ensemble des ensembles semi-alg�ebriques de Rn poss�ede des propri�et�es de stabilit�e (par

unions et intersections �nies, passage au compl�ementaire, image r�eciproque par une ap-

plication polynomiale, produit cart�esien). Une autre propri�et�e, importante, de stabilit�e,

est la stabilit�e par projection.

Th�eor�eme 1.1 (Version g�eom�etrique { Tarski-Seidenberg) Soit S un ensemble semi-

alg�ebrique de Rn et � la projection qui �a tout point (x1; : : : ;xn) associe (x1; : : : ;xn�1).

Alors �(S) est un ensemble semi-alg�ebrique de Rn�1.
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Les cons�equences de ce r�esultat sont multiples, en voici quelques-unes.

Corollaire 1.1

{ Soit S un ensemble semi-alg�ebrique de Rn+k, son image par la projection qui �a tout

point (x1; : : : ;xn;xn+1; : : : ;xk) associe (x1; : : : ;xn) est un ensemble semi-alg�ebrique

de Rn.

{ Soit S un ensemble semi-alg�ebrique de Rn et F une application polynomiale de Rn

dans Rm. Alors, F (A) est un ensemble semi-alg�ebrique de Rm.

D�e�nition 1.4 Formule du premier ordre.

1. Si P 2 R[X1; : : : ;Xn] alors P = 0 et P > 0 sont des formules.

2. Si � et 	 sont des formules, alors ((� et 	)), ((� ou 	)), ((non �)) sont des formules.

3. Si � est une formule, et X une variable r�eelle, alors 9X� et 8X� sont des formules.

L'ensemble des formules ainsi obtenues s'appelle l'ensemble des formules du premier ordre

�a param�etres dans R. L'ensemble des formules obtenues au moyen de 1 et 2 s'appelle

l'ensemble des formules sans quanti�cateur.

Un ensemble S � Rn est semi-alg�ebrique si et seulement si il existe une formule sans

quanti�cateur �(X1; : : : ;Xn) telle que :

(x1; : : : ;xn) 2 S () �(X1; : : : ;Xn):

Th�eor�eme 1.2 (version logique { Tarski-Seidenberg) Si � est une formule du premier

ordre dont les variables libres sont (x1; : : : ;xn), l'ensemble des (x1; : : : ;xn) 2 Rn qui satis-

font � est un sous-ensemble semi-alg�ebrique de Rn.

D�e�nition 1.5 Soit A � Rm et B � Rn deux ensembles semi-alg�ebriques. Une fonction

f : A! B est dite semi-alg�ebrique si et seulement si son graphe

�f = f(M;N) 2 A� B j N = f(M)g

est un ensemble semi-alg�ebrique de Rm �Rn.

Des propri�et�es importantes d�ecoulent du th�eor�eme de Tarski-Seidenberg :

Corollaire 1.2

{ L'image d'un ensemble semi-alg�ebrique par une fonction semi-alg�ebrique est un en-

semble semi-alg�ebrique. De même pour l'image r�eciproque.

{ La compos�ee de deux fonctions semi-alg�ebriques est une fonction semi-alg�ebrique.

{ Les fonctions semi-alg�ebriques de A dans R forment un anneau.

Proposition 1.2 (Principe de transfert) Soit � une formule sans quanti�cateurs �a pa-

ram�etres dans R, et soit K une extension r�eelle close de R. Alors � est vraie dans R si

et seulement si elle est vraie dans K.
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Soit S un ensemble semi-alg�ebrique, l'adh�erence de S (que l'on notera S) est l'ensemble
des points :

S = fx 2 Rn j 8t 2 R 9y 2 S (jjy � xjj2 < t2 ou t = 0g:

Lemme 1.1 (Lemme de s�election des courbes) Soit S 2 Rn un ensemble semi-alg�ebrique.

Soit M 2 S tel que M =2 S. Alors il existe une fonction semi-alg�ebrique continue  :

[0;1]! Rn telle que (0) =M et (]0;1]) � S.

Proposition 1.3 Soit  :]0;r] ! R une fonction semi-alg�ebrique continue sur un inter-

valle ]0;r] � R, born�ee en valeur absolue. Alors  se prolonge continûment en 0.

Un corps r�eel clos n'est pas forc�ement connexe pour la topologie euclidienne. Par exemple,

l'intersection de ]�1;�] avec le corps des nombres r�eels alg�ebriques est un ouvert ferm�e

du corps des nombres alg�ebriques r�eels. En fait le seul corps r�eel clos qui soit connexe

(pour la topologie euclidienne) est IR

D�e�nition 1.6 Un ensemble semi-alg�ebrique S est dit semi-alg�ebriquement connexe (ou

semi-alg�ebriquement connexe par arcs) quand pour tout M et tout N de S, il existe une

fonction semi-alg�ebrique continue � : [0;1]! S telle que �(0) =M et �(1) = N .

Proposition 1.4 Le nombre de composantes semi-alg�ebriquement connexes d'un ensemb-

le semi-alg�ebrique quelconque est �ni.

1.2 Ensembles alg�ebriques r�eels

Soit A une partie de K[X1; : : : ;Xn]. On note V (A) l'ensemble

V (A) = fM 2 Cn j 8P 2 S P (M) = 0g:

Une partie V de Cn est une K-vari�et�e alg�ebrique de Cn si il existe une partie A de

K[X1; : : : ;Xn] telle que V = V (A) (lorsqu'il n'y a pas d'ambiguit�e sur le corps de base,

on dira que V est une vari�et�e alg�ebrique).

On d�e�nit de mani�ere similaire les ensembles alg�ebriques r�eels de Rn. Si A est une

partie de K[X1; : : : ;Xn], on note VR(A) l'ensemble

VR(A) = fM 2 Rn j 8P 2 A P (M) = 0g = V (A)
\
Rn:

Si V est une partie de Rn, on note

I(V ) = fP 2 K[X1; : : : ;Xn] j 8M 2 V P (M) = 0g

Les ensembles alg�ebriques de Rn sont les parties V de Rn telles que

VR(I(V )) = V:

On dira que V est une vari�et�e alg�ebrique r�eelle irr�eductible si I(V ) est irr�eductible.
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Dans ce document, on entendra par ((dimension de l'ensemble des solutions d'un syst�eme

d'�equations)), la dimension de l'ensemble des solutions du syst�eme dans Cn.

D�e�nition 1.7 Soit V une vari�et�e alg�ebrique de Cn irr�eductible, on pose I = I(V ).
La dimension de V est la dimension de K[X1; : : : ;Xn]=I. La dimension d'une vari�et�e

alg�ebrique quelconque est le maximum des dimensions de ses composantes irr�eductibles.

D�e�nition 1.8 Soit V une vari�et�e alg�ebrique irr�eductible de dimension d d�e�nie par P1 =

: : : = Pk = 0 o�u (P1; : : : ;Pk) sont des polynômes de K[X1; : : : ;Xn] tels que
q
hP1; : : : ;Pki =

hP1; : : : ;Pki. L'ensemble des points singuliers de V est l'ensemble des points M 2 V tels

que l'espace vectoriel Vect(
�!

grad
M

(P1); : : : ;
�!

grad
M

(Pk)) est de dimension strictement

inf�erieure �a n� d.

D�e�nition 1.9 Soit V une vari�et�e alg�ebrique d�e�nie par P1 = : : : = Pk = 0 o�u les

polynômes (P1; : : : ;Pk) appartiennent �a K[X1; : : : ;Xn] tels queq
hP1; : : : ;Pki = hP1; : : : ;Pki

L'espace tangent de Zariski �a V en M 2 V est l'espace vectoriel TZ

M
(V ) :

TZ

M
(V ) =

k\
j=1

fN = (�1; : : : ;�n) 2 Cn j
@Pj

@X1 (M)

�1 + : : :+
@Pj

@Xn (M)

�n = 0g:

L'espace tangent de Zariski ne d�epend pas du choix des g�en�erateurs de l'id�eal hP1; : : : ;Pki.
Notons que l'espace tangent de Zariski est d�e�ni même en un point singulier de V .

Soit f une application r�eguli�ere d'une vari�et�e alg�ebrique V dans un espace vectoriel

E. On dit qu'un pointM de V est un point critique de f si et seulement si la di��erentielle

de f en M est de rang strictement inf�erieur �a la dimension de E. Une valeur critique de

f est un point de E qui est la valeur prise par f en un point critique de f .

Th�eor�eme 1.3 (Th�eor�eme de Sard) Avec les notations ci-dessus, l'ensemble des valeurs

critiques de f est de dimension strictement inf�erieure �a celle de E.

En�n, le r�esultat ci-dessous nous sera utile.

Lemme 1.2 [20] La fonction distance est une fonction semi-alg�ebriquement continue.
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Chapitre 2

Suite des sous-r�esultants

R�esum�e

Dans ce chapitre, nous rappelons la d�e�nition de la suite des sous-r�esultants as-
soci�ee �a un couple de polynômes. Puis, nous rappelons comment on peut en d�eduire
le degr�e du pgcd de ce couple ainsi que les propri�et�es de sp�ecialisation de cette suite.
Dans la derni�ere section, nous rappelons un algorithme permettant de calculer cette
suite. Les rappels contenus dans ce chapitre seront utilis�es dans le chapitre 3 de
la partie I, ainsi que dans les chapitres 2 et 3 de la partie II. La r�edaction de ce
chapitre est inspir�ee de [31, 14].

Sommaire

1.1 Ensembles et fonctions semi-alg�ebriques . . . . . . . . . . . . . 22

1.2 Ensembles alg�ebriques r�eels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions relatives �a la suite des sous-r�esul-

tants associ�ee �a un couple de polynômes. La suite des sous-r�esultants est un outil fonda-

mental en Calcul Formel dont le champ d'application est tr�es vaste : en g�eom�etrie r�eelle,

elle est utilis�ee pour compter et isoler le nombre de racines r�eelles d'un polynôme univari�e

[90, 57, 54, 87, 75], en th�eorie de Galois, elle est utilis�ee pour le calcul de r�esolvantes [94],

etc.

Nous rappelons ci-dessous les propri�et�es de cette suite. Elle permet de d�eterminer le

degr�e du pgcd de deux polynômes univari�es en n'e�ectuant les calculs que dans l'anneau

des coeÆcients des polynômes. Elle b�en�e�cie aussi de bonnes propri�et�es de sp�ecialisations

[49, 50]. La premi�ere section de ce chapitre rappelle les d�e�nitions et notations n�ecessaires.

Dans la deuxi�eme section, nous rappelons les propri�et�es de la suite des sous-r�esultants dont

nous allons nous servir dans la suite de ce document.

2.1 D�e�nitions

Soit P = apX
p + : : :+ a0 et Q = bqX

q + : : :+ b0 deux polynômes non nuls de degr�es p et

q dans D[X] o�u D est un anneau int�egre et euclidien. Consid�erons trois polynômes U , V

et W tels que

U = uq�`�1X
q�`�1 + : : :+ u0;

V = vp�`�1X
p�`�1 + : : :+ v0;

W = wp+q�`�1X
p+q�`�1 + : : :+ w0:

Si on consid�ere les polynômes P;Q;U;V;W comme des vecteurs de D[X] dans la base

1;X; : : : ;Xp+q�`, dire que UP + V Q = W c'est �ecrire que les �el�ements de D

uq�`�1; : : : ;u0;vp�`�1; : : : ;v0;wp+q�`�1; : : : ;w0

v�eri�ent le syst�eme d'�equations lin�eaires dont la matrice associ�ee a pour transpos�ee :

SH`(P;Q) =

0BBBBBBBBBBB@

ap : : : : : : : : : : : : a0
: : : : : : : : : : : : : : : : : :

ap : : : : : : : : : : : : a0
bq : : : : : : : : : b0

bq : : : : : : : : : b0
: : : : : : : : : : : : : : :

bq : : : : : : : : : b0

1CCCCCCCCCCCA
est une matrice extraite de la matrice de Sylvester (voir [68] pour plus de d�etails) associ�ee

�a P et Q. Aussi dire qu'il existe U et V deux polynômes non identiquement nuls de degr�es

respectifs au plus q�`�1 et p�`�1 tels que PU+QV soit de degr�e strictement inf�erieur

�a `, c'est dire que le d�eterminant de la matrice carr�ee obtenue en prenant les p + q � 2`

premi�eres colonnes de SH`(P;Q) est nul.
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Ce d�eterminant, que l'on note sr`(P;Q) est le `-i�eme coeÆcient sous-r�esultant sign�e

associ�e �a P et Q. On appelle r�esultant de P et Q (et on note Res(P;Q)) le dernier

coeÆcient sous-r�esultant sr0(P;Q). On appelle `-i�eme polynôme sous-r�esultant le polynômeP
`

i=0 sr`;iX
i o�u sr`;i est le d�eterminant de la matrice carr�ee obtenue en prenant les p+ q�

2` � 1 premi�eres colonnes et la p + q � 3` + i-i�eme colonne de SH`(P;Q). Le coeÆcient

dominant du `-i�eme polynôme sous-r�esultant est donc le `-i�eme coeÆcient sous-r�esultant.

2.2 Propri�et�es

Les preuves des r�esultats ci-dessous se trouvent dans [14].

Proposition 2.1 Si on d�esigne par gcd(P;Q) le pgcd des polynômes P et Q de D[X],

alors deg(gcd(P;Q)) > ` si et seulement si

sr0(P;Q) = : : : = sr`(P;Q) = 0:

On en d�eduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Res(P;Q) = 0 si et seulement si P et Q ont un facteur commun.

En�n, puisque les coeÆcients sous-r�esultants sont des d�eterminants, on a :

Proposition 2.2 Si P est un polynôme unitaire et si f : D0 ! D est un homomorphisme

d'anneau, alors

Res(f(P );f(Q)) = f(Res(P;Q)):

Une �etude plus compl�ete des propri�et�es de sp�ecialisation de la suite des sous-r�esultants se

trouve dans [49, 50].
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Chapitre 3

D�ecomposition Cylindrique

Alg�ebrique

R�esum�e

Les premiers algorithmes permettant de d�ecider si une formule du premier ordre
est vraie se trouvent dans les travaux de Tarski [91] et Seidenberg [89]. La complexit�e
de ceux-ci n'�etait pas �el�ementairement r�ecursive. L'algorithme de D�ecomposition
Cylindrique Alg�ebrique de Collins [28] a une bien meilleure complexit�e et est l'algo-
rithme le plus connu pour d�ecider si une formule du premier ordre est vraie. Dans
ce chapitre, nous rappelons la d�e�nition de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique
adapt�ee �a une famille de polynômes. Nous en donnons les propri�et�es essentielles.
Puis, nous montrons comment on peut en d�eduire un proc�ed�e algorithmique per-
mettant de calculer cet objet. La sortie de l'algorithme obtenu est un ensemble
de points d�eterminant toutes les conditions de signe possibles v�eri��ees par la fa-
mille de polynômes donn�ee en entr�ee. En�n, nous �evaluons la complexit�e en terme
d'op�erations arithm�etiques �el�ementaires. Pour r�ediger ce chapitre, nous nous sommes
inspir�es d'une version pr�eliminaire de [14] et de [31].

Sommaire
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2.2 Propri�et�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Introduction

Contrairement aux premiers algorithmes de Tarski et Seidenberg [91, 89], l'algorithme

de d�ecomposition cylindrique alg�ebrique dû �a Collins (voir [28]) a une complexit�e �el�emen-

tairement r�ecursive puisqu'il est doublement exponentiel en le nombre de variables. Cet

algorithme est aussi le premier qui fut implant�e et qui permettait de d�ecider si une formule

du premier ordre est vraie. De nombreuses optimisations ont �et�e apport�ees depuis (voir

[29, 70] par exemple). Cet algorithme est �a notre connaissance le plus r�epandu et le plus

utilis�e pour d�ecider si un ensemble semi-alg�ebrique est vide.

Dans ce chapitre, nous rappelons les r�esultats sur lesquels sont fond�es l'algorithme

de Collins, et nous le d�ecrivons. Bas�e sur l'�elimination des variables les unes apr�es les

autres, cet algorithme construit r�ecursivement des familles de polynômes dont on pourra

d�eduire une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique adapt�ee �a la famille de d�epart. Dans la

premi�ere section de ce chapitre, nous rappelons les d�e�nitions et r�esultats qui permet-

tront de d�eterminer comment ces familles de polynômes doivent être construites. Dans la

deuxi�eme section de ce chapitre, nous pr�esentons l'algorithme de Collins. Il se divise en

deux �etapes : l'�etape de projection qui calcule les familles de polynômes en �eliminant

les variables les unes apr�es les autres, puis l'�etape de remont�ee qui va permettre de

construire la d�ecomposition cylindrique alg�ebrique. Dans la derni�ere section, nous ana-

lysons la complexit�e th�eorique de cet algorithme qui est doublement exponentielle en le

nombre de variables.

La r�edaction de ce chapitre est inspir�ee d'une version pr�eliminaire de [14] et de [31] qui

contiennent les preuves des r�esultats expos�es. Dans la suite, R est un corps r�eel clos et C

est sa clôture alg�ebrique.

3.1 Premiers r�esultats

Une d�ecomposition d'un ensemble semi-alg�ebrique S est une partition �nie de S en

sous-ensembles semi-alg�ebriques. Une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique de Rn est une

suite S1; : : : ;Sn telle que pour tout 1 � i � n, Si est une d�ecomposition de Ri en sous-

ensembles semi-alg�ebriques connexes (que nous appellerons cellules), ayant les propri�et�es

suivantes :

{ a) Toute cellule S 2 S1 est soit un point soit un intervalle ouvert.

{ b) Pour tout 1 � i � n et toute cellule S 2 Si, il existe un nombre �ni de fonctions

semi-alg�ebriques continues

�S;1 < : : : < �S;`S : S �! R

telles que le cylindre S � R est l'union disjointe de cellules de Si+1 qui sont :

{ soit le graphe �S;j d'une des fonctions �S;j pour j 2 f1; : : : ;`Sg :

�S;j = f(x0;xj+1) 2 S �R j xj+1 = �S;j(x
0)g
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{ soit une bande BS;j du cylindre born�e par les graphes des fonctions �S;j et �S;j+1

pour j 2 f0; : : : ;`Sg, o�u on prend par convention �S;0 = �1 et �i;`S+1 = +1 :

BS;j = f(x0;xj+1) 2 S � R j �S;j(x0) < xj+1 < �S;j+1(x
0)g

Proposition 3.1 Toute cellule d'une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique est semi-alg�e-

briquement hom�eomorphe �a un hypercube ouvert ]0;1[i (par convention ]0;1[0 est un point).

Etant donn�ee une famille de polynômes P dans K[X1; : : : ;Xn], un sous-ensemble S de

Rn est dit P-invariant si tout polynôme P 2 P est de signe constant sur S. Dans la suite

de ce chapitre nous allons montrer comment construire une d�ecomposition cylindrique

alg�ebrique Sn de Rn adapt�ee �a P, c'est-�a-dire pour laquelle chaque cellule S 2 Sn est

P-invariante.
Soit S un ensemble semi-alg�ebrique. Une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique adapt�ee

�a S est une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique de Rn telle que S est une union �nie

de cellules de cette d�ecomposition. Il est clair que si P est une famille de polynômes

telle que S est la r�ealisation d'une formule sans quanti�cateurs avec atomes dans P,
une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique adapt�ee �a P est une d�ecomposition cylindrique

alg�ebrique adapt�ee �a S.

Puisque nous voulons construire une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique adapt�ee �a

P, il est utile que pour S 2 Sn�1 nous puissions choisir chaque fonction �S;j de S dans R

comme �etant une fonction qui �a (x1; : : : ;xn�1) 2 S associe une racine de P 2 P. Pour cela,
il faut que les racines (complexes et r�eelles) d'un polynôme univari�e P varient continûment

en fonction des coeÆcients de P .

Les r�esultats qui suivent permettent de d�emontrer le th�eor�eme 3.2 (voir [31, 14]). Ce

th�eor�eme nous dit quelles conditions doit v�eri�er une cellule S 2 Sn�1 pour pouvoir choisir
chaque fonction �S;j de S dans R comme �etant une fonction qui �a (x1; : : : ;xn�1) 2 S associe

une racine de P 2 P.

Proposition 3.2 Soit P = apX
p + : : :+ a1 + a0 2 C[X], avec ap 6= 0. Si x 2 C est une

racine de P alors

jxj � maxi=1;:::;p(p

�����ap�iap

�����
1=i

) = M

Dans le lemme suivant, on identi�e tout polynôme unitaire Xp+ap�1X
p�1+ : : :+a0 2

C[X] de degr�e p au point (ap�1; : : : ;a0) 2 Cp. On note D(z;r) = f! 2 C j j! � zj < rg le
disque ouvert centr�e en z de rayon r.

Lemme 3.1 Etant donn�e r > 0 quelconque, il existe un voisinage ouvert U de (X � z)�

dans C� tel que tout polynôme unitaire dans U a ses racines dans D(z;r).

Lemme 3.2 Soit P 0 2 Cq+r un polynôme unitaire tel que P 0 = Q0R0, o�u Q0 et R0 sont

premiers entre eux, unitaires et de degr�es respectifs q et r. Pour tous voisinages ouverts

V et W de Q0 et R0, il existe un voisinage ouvert U de P 0 dans Cq+r, tel que 8P 2 U , P

s'�ecrit de mani�ere unique comme produit de deux polynômes Q 2 V et R 2 W de degr�es

respectifs q et r.
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Th�eor�eme 3.1 Soit P 2 R[X1; : : : ;Xn] et S un ensemble semi-alg�ebrique de Rn�1 tel

que P (x0;Xn) est de degr�e constant 8x0 2 S. Soit a0 2 S. On note z1; : : : ;zj les racines

distinctes de P (a0;Xn) dans C de multiplicit�es respectives �1; : : : ;�j. Pour tout r > 0 tel

que les disques ouverts D(zi;r) � C sont disjoints, il existe un voisinage ouvert V de

a0 tel que 8x0 2 V \ S, le polynôme P (x0;Xn) a exactement �i racines compt�ees avec

multiplicit�es dans le disque D(zi;r) pour i = 1; : : : ;j.

Le corollaire suivant est une cons�equence du th�eor�eme ci-dessus.

Corollaire 3.1 Soit P 2 R[X1; : : : ;Xn] et S un ensemble semi-alg�ebrique de Rn�1 tel que

8x0 2 S :

{ P (x0;Xn) est de degr�e constant,

{ le nombre de racines distinctes dans C de P (x0;Xn) est constant.

Si S est un ensemble semi-alg�ebriquement connexe, alors le nombre de racines r�eelles

distinctes de P (x0;Xn) (pour tout x
0 2 S) est constant.

On peut maintenant �enoncer :

Th�eor�eme 3.2 Soit P 2 R[X1; : : : ;Xn] et S une composante semi-alg�ebriquement con-

nexe de Rn�1 tel que

{ 8x0 2 S, le nombre de racines distinctes de P (x0;Xn) dans C est constant,

{ 8x0 2 S, le degr�e de P (x0;Xn) est constant.

Alors, il existe ` fonctions semi-alg�ebriques continues �1; : : : ;�` : S ! R telles que 8x0 2 S,

l'ensemble des racines r�eelles de P (x0;Xn) est exactement f�1(x0); : : : ;�`(x0)g. De plus,

pour i = 1; : : : ;`, la multiplicit�e de �i(x
0) est constante pour x0 2 S.

`La proposition ci-dessous g�en�eralise le th�eor�eme ci-dessus au cas d'une famille de deux

polynômes. le cas de deux polynômes.

Proposition 3.3 Soit P et Q deux polynômes dans R[X1; : : : ;Xn] et S un sous-ensemble

semi-alg�ebriquement connexe de Rn�1 tels que 8x0 2 S :

{ les degr�es de P (x0;Xn) et de Q(x
0;Xn) restent constants,

{ les nombres de racines distinctes dans C de P (x0;Xn) et de Q(x
0;Xn) restent cons-

tants,

{ le degr�e du gcd de P (x0;Xn) et de Q(x
0;Xn) reste constant.

Alors, il existe ` fonctions semi-alg�ebriques continues �1 < : : : < �` telles que pour tout

x0 2 S, l'ensemble des racines r�eelles de PQ(x0;Xn) est exactement f�1(x0); : : : ;�`(x0)g.
De plus, pour i = 1; : : : ;`, la multiplicit�e de �i(x

0), racine de P (x0;Xn) (resp. Q(x
0;Xn))

est constante pour tout x0 2 S.
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3.2 L'algorithme de Collins

L'algorithme de D�ecomposition cylindrique alg�ebrique se divise en deux �etapes : l'�etape

de projection, et l'�etape de remont�ee.

Etape de projection :

Soit P un polynôme de R[X1; : : : ;Xn] vu comme un polynôme univari�e en Xn �a coeÆcients

polynomiaux dans R[X1; : : : ;Xn�1]. On note lcoe�(P ) le coeÆcient dominant de P . On

note Tr(P ) le polynôme �egal �a P � lcoe�(P )Xdeg(P;Xn)
n

.

On d�e�nit un ((op�erateur)) de projection PROJ(P) comme �etant le plus petit ensemble de

polynômes de R[X1; : : : ;Xn�1] tel que :

{ Si P 2 P et deg(P;Xn) = p � 2, PROJ(P) contient tous les coeÆcients sous-

r�esultants non constants srj(P;@P=@Xn), pour j 2 f0; : : : ;pg,
{ Si (P;Q) 2 P2, PROJ(P) contient tous les coeÆcients sous-r�esultants non constants

srj(P;Q) pour j 2 f0; : : : ;min(deg(P;Xn);deg(Q;Xn))g,
{ Si P 2 P, deg(P;Xn) � 1 et lcoe�(P ) est non constant alors PROJ(P) contient
lcoe�(P ) et PROJ(P n fPg [ fTr(P )g),

{ Si P 2 P, deg(P;Xn) = 0 et P est non constant, alors PROJ(P) contient P .
Le th�eor�eme suivant est une cons�equence des r�esultats pr�ec�edemments d�emontr�es.

Th�eor�eme 3.3 Soit P une famille �nie de polynômes dans R[X1; : : : ;Xn] et soit S une

composante semi-alg�ebriquement connexe d'un sous-ensemble semi-alg�ebrique de Rn�1,

qui est PROJ(P)-invariant. Alors, il existe ` fonctions continues �1 < : : : < �` : S ! R

telles que 8x0 2 S, l'ensemble de points f�1(x0); : : : ;�`(x0)g est exactement l'ensemble des

racines de r�eelles de tous les polynômes non nuls P (x0;Xn) avec P 2 P. Le graphe de

chaque fonction �i ainsi que chaque bande du cylindre S �R born�e par ces graphes, sont

des ensembles semi-alg�ebriques semi-alg�ebriquements connexes, et semi-alg�ebriquements

hom�eomorphes soit �a S soit �a S�]0;1[, et P-invariants.

Ainsi, �etant donn�ee une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique de Rn�1 adapt�ee �a

PROJ(P) et S v�eri�ant les hypoth�eses du th�eor�eme pr�ec�edent, les cellules de cette d�ecom-

position cylindrique alg�ebrique, on voit alors qu'il existe une d�ecomposition cylindrique

alg�ebrique de Rn adapt�ee �a P.
On d�e�nit r�ecursivement des sous-ensembles �nis de polynômes Pi tels que :

{ Pn = P,
{ Pour tout i 2 f1; : : : ;n� 1g, Pi = PROJ(Pi+1).

Etape de remont�ee :

Il est alors clair que P1 est une famille de polynômes univari�es. La construction d'une

d�ecomposition cylindrique alg�ebrique S1 adapt�ee �a P1 se fait en donnant un point repr�esen-

tatif dans chaque composante semi-alg�ebriquement connexe de S1. Ceci revient �a isoler,

puis trier les racines r�eelles des polynômes de P1 : f�1;1; : : : ;�1;s1g et donner un point
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dans chaque intervalle ]�1;i;�1;i+1[ pour i 2 f0; : : : ;s1 + 1g (avec �1;0 = �1 et �1;s1+1 =

+1). Il nous faut maintenant montrer comment construire une d�ecomposition cylindrique

alg�ebrique adapt�ee �a P2 �a partir de S1.
Tous les polynômes de P2 sont des polynômes en les variables X1;X2. Lorsque l'on

sp�ecialise la variable X1 aux nombres alg�ebriques r�eels de S1 on obtient une famille de

polynômes univari�es en X2 �a coeÆcients dans R. On peut donc r�eit�erer le processus

d'isolation et de tri de cette famille de polynômes. Ainsi, on construit r�ecursivement

une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique adapt�ee �a Pi+1 �a partir d'une d�ecomposition

cylindrique alg�ebrique adapt�ee �a Pi. Ceci constitue la phase de remont�ee de l'algorithme

de d�ecomposition cylindrique alg�ebrique.

L'algorithme de d�ecomposition cylindrique de Collins est alors la succession des deux

routines d�ecrites ci-dessus.

Remarque 3.1 La phase de remont�ee, telle que nous la d�ecrivons, n�ecessite la manipu-

lation symbolique de nombres alg�ebriques r�eels. Ceci ne se fait pas de mani�ere simple : de

telles manipulations n�ecessitent de coder les nombres alg�ebriques r�eels par des conditions

d'annulation sur des polynômes ainsi qu'un intervalle d'isolation des racines. Il est impor-

tant de noter qu'au cours de l'�etape de remont�ee, il est n�ecessaire de travailler au-dessus

de tours d'extensions alg�ebriques lorsque les racines d'un polynôme ne sont pas ration-

nelles. Ceci induit des calculs et des m�ethodes d�elicats �a mettre en oeuvre et que nous ne

d�etaillons pas (voir [75, 76, 67]).

On obtient le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 3.4 Pour toute famille �nie P de polynômes dans R[X1; : : : ;Xn], il existe une

d�ecomposition cylindrique alg�ebrique de Rn adapt�ee �a P.

Une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique S adapt�ee �a une famille de polynômes P est

donn�ee par une liste de points repr�esentant chaque cellule de S. On a la propri�et�e suivante :

Th�eor�eme 3.5 Soit P une famille de polynômes dans R[X1; : : : ;Xn] et S une d�ecomposi-

tion cylindrique alg�ebrique adapt�ee �a P. Pour toute condition de signe � v�eri��ee par P,
on note D� une composante semi-alg�ebriquement connexe du lieu des points v�eri�ant �.

Il existe au moins une cellule de S telle que tout point de cette cellule est contenue dans

D�.

Dans [70], l'auteur optimise l'op�erateur de projection lorsque le nombre de variables

est inf�erieur �a 3. Etant donn�ee une famille de polynômes P (dont chacun des �el�ements est

vu comme un polynôme univari�e en une variable X) il d�emontre qu'il suÆt de calculer :

{ les coeÆcients des polynômes de P vus comme des polynômes univari�es en X,

{ les discriminants de chacun des polynômes de P par rapport �a X,

{ les r�esultants de chaque couple (P;Q) 2 P2 par rapport �a X (avec P 6= Q)

La validit�e de cette optimisation est d�emontr�ee uniquement lorsque le nombre de variables

est inf�erieur ou �egal �a trois.
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3.3 Complexit�e th�eorique

Soit d le maximum des degr�es totaux des polynômes de P. On note m le nombre de

polynômes dans P. Par ailleurs, on suppose que la multiplication de polynômes univari�es

dont le degr�e est born�e par d se fait en d2 op�erations. Dans PROJ(P), on a :

{ m(d � 1) polynômes de degr�e maximal O(d2) correspondant aux coeÆcients sous-

r�esultants des polynômes de P et de leur d�eriv�ee par rapport �a une variable.

{ (m2 ) (d� 1) polynômes de degr�e maximal O(d2) correspondant aux coeÆcients sous-

r�esultants de chaque couple de polynômes dans P.
{ m(d+1) polynômes de degr�e maximalO(d) correspondant aux coeÆcients de chaque

polynôme de P.
Donc PROJ(P) contient O(m2d) polynômes de degr�e maximalO(d2). Par ailleurs, comme

le calcul des coeÆcients sous-r�esultants se fait en O(d2) op�erations dans K[X1; : : : ;Xn�1],

ces calculs se font en O(d2n) op�erations arithm�etiques dans K. Donc le calcul de PROJ(P)
se fait en O(m2d2n) op�erations arithm�etiques dans K.

En it�erant ce processus, on s'aper�coit que lorsqu'on a �elimin�e i � 1 variables, la i-

i�eme it�eration de PROJ(P) se fait en O(m2idn2
i

) op�erations arithm�etiques dans K. Il est

alors ais�e de constater que l'op�erateur de projection de l'algorithme de D�ecomposition

Cylindrique Alg�ebrique s'e�ectue en au moins O(m2ndn2
n

) op�erations arithm�etiques dans

K. Nous obtenons donc une complexit�e th�eorique doublement exponentielle en le nombre

de variables similaire �a celle obtenue dans [28].

D'un point de vue pratique, l'algorithme de Collins subit cette complexit�e �a deux

niveaux :

{ lors de la phase de projection, le nombre de polynômes ainsi que leur degr�e devient

une �etape bloquante de l'algorithme lorsque le nombre de variables est sup�erieur �a

trois.

{ lors de la phase de remont�ee, la gestion des nombres alg�ebriques r�eels est cruciale.

Les r�esultats de [75, 76] sont une avanc�ee notable dans ce domaine, mais le probl�eme

qui reste �a r�esoudre r�eside dans le nombre de points retourn�es qui est trop grand.

Ainsi, il arrive tr�es souvent que pour des probl�emes de plus de trois variables la phase de

projection ne passe pas. Même lorsque celle-ci passe, la phase de remont�ee est aussi blo-

quante du fait du nombre de points r�eels qui doivent être manipul�es. Dans la partie II, nous

analyserons plus en d�etail le comportement pratique de l'Algorithme de D�ecomposition

Cylindrique Alg�ebrique.
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Chapitre 4

R�esolution des syst�emes

z�ero-dimensionnels

R�esum�e

Dans le chapitre 6 de la partie I et les algorithmes propos�es dans la partie II,
nous ram�enerons l'�etude de syst�emes alg�ebriques de dimension positive �a l'�etude
de syst�emes z�ero-dimensionnels. Dans ce chapitre, nous d�ecrivons les outils utilis�es
pour l'�etude de ces syst�emes. Dans la premi�ere section, nous rappelons les d�e�nitions
et propri�et�es �el�ementaires des bases de Gr�obner. Dans le cas z�ero-dimensionnel, une
base de Gr�obner permet de calculer une table de multiplication dans l'anneau des
polynômes quotient�e par l'id�eal engendr�e par le syst�eme de d�epart. A partir de cette
table, une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle { qui est la r�e�ecriture de l'ensemble
des solutions sous une forme agr�eable et plus exploitable { peut être calcul�ee. Nous
en rappelons la d�e�nition ainsi que quelques propri�et�es dans la deuxi�eme section.
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Introduction

Dans le cas des syst�emes d'�equations polynomiales de dimension positive, une des alter-

natives �a la D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique est l'ensemble d'algorithmes que l'on

peut regrouper sous le nom dem�ethode des points critiques (voir chapitre 6). Ces m�ethodes

ram�enent l'�etude des ensembles semi-alg�ebriques �a l'�etude de syst�emes d'�equations poly-

nomiales z�ero-dimensionnels �a coeÆcients dans des corps de s�eries de Puiseux. De nom-

breuses m�ethodes sp�eci�ques existent pour r�esoudre de tels syst�emes : (bases de Gr�obner

[32], Repr�esentations Univari�ees Rationnelles [4, 80, 81], R�esolutions G�eom�etriques [62,

43, 47], ensembles triangulaires [65, 60], entre autres m�ethodes). Nous verrons que, dans

notre cadre de r�esolution, le calcul de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles [81] { qui

revient �a r�e�ecrire l'ensemble des solutions sous une forme ((agr�eable)) et plus exploitable {

s'av�ere particuli�erement bien adapt�e.

Un premi�ere indication de ce que devrait être la d�e�nition des Repr�esentations Uni-

vari�ees Rationnelles se trouve dans [62]. Plusieurs travaux ont alors succ�ed�e (voir [74, 4,

26, 87, 13] entre autres) dans un cadre de r�e�ecriture ainsi que [43, 46, 45, 44] entre autres

dans un cadre d'�evaluation. Les travaux pr�esent�es dans [80, 81] et [47] d�ecrivent les algo-

rithmes les plus eÆcaces du moment dans leurs cadres respectifs. Dans ce chapitre, comme

dans le reste du document, nous choisissons de rester dans le cadre de r�e�ecriture car c'est

le seul qui a permis, �a ce jour, d'aboutir �a des algorithmes eÆcaces en pratique non pro-

babilistes, et calculant des Repr�esentations Univari�ees Rationnelles sans restriction sur le

syst�eme d'�equations polynomiales de d�epart.

Le point de d�epart d'un tel calcul est la table de multiplication de l'anneau des po-

lynômes quotient�e par l'id�eal engendr�e par les �equations du syst�eme polynomial. Cette

table de multiplication peut être obtenue �a partir d'une base de Gr�obner de l'id�eal. Dans

la premi�ere section de ce chapitre, nous rappelons les d�e�nitions ainsi que quelques pro-

pri�et�es relatives aux bases de Gr�obner. Puis, dans la deuxi�eme section, nous rappelons les

d�e�nitions et propri�et�es de la Repr�esentation Univari�ee Rationnelle et mettons en �evidence

les probl�emes que posent le calcul d'un tel objet.

4.1 Bases de Gr�obner

D�e�nition 4.1 Un ordre admissible sur les monômes (unitaires) de K[X1; : : : ;Xn] est

une relation ((>)) binaire sur INn telle que :

1. > est une relation d'ordre total sur INn,

2. si � > � et  2 INn, alors � +  > � + ,

3. pour l'ordre >, tout ensemble non vide admet un plus petit �el�ement sur INn.

En pratique, nous utiliserons plusieurs ordres sur les monômes, et en particulier l'ordre

du Degr�e Lexicographique Inverse (que nous noterons dans la suite du document DRL,

pour Degree Reverse Lexicographic) et l'ordre lexicographique. Ces deux ordres peuvent

être combin�es sur des blocs de variables : on obtient un ordre d'�elimination (voir [17]).

D�e�nition 4.2 Soit p =
P

� c�x
� 2 K[X1; : : : ;Xn] et > un ordre sur les monômes de
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K[X1; : : : ;Xn].

1. le multi-degr�e de p est :

multideg(p) = maxf� 2 INn j c� 6= 0g

2. le coeÆcient de plus haut degr�e de p est :

lc(p) = cmultideg(p) 2 K

3. le monôme de plus haut degr�e de p est :

lm(p) = xmultideg(p)

4. le terme initial de p est :

in(p) = lc(p)lm(p)

Dans la suite de cette section, on suppose �x�e un ordre admissible sur les monômes de

K[X1; : : : ;Xn].

Th�eor�eme 4.1 Si F = ff1; : : : ;fsg est une famille de polynômes de K[X1; : : : ;Xn], alors

tout f 2 K[X1; : : : ;Xn] peut s'�ecrire :

f = a1f1 + : : :+ asfs + r

o�u 8i 2 f1; : : : ;sg, ai et r sont des polynômes de K[X1; : : : ;Xn] tels qu'aucun des monômes

de r ne soit divisible par l'un des in(fi).

On appellera r une forme normale de f modulo F . En fait, la preuve de ce th�eor�eme

peut être �etablie en exhibant un algorithme calculant le reste d'un polynôme modulo

une liste ordonn�ee. C'est l'algorithme de forme normale. Cet algorithme a fait l'objet de

nombreuses optimisations. La sortie de cet algorithme d�epend de l'ordre dans lequel les

polynômes interviennent dans l'algorithme de r�eduction. Elle n'est donc pas canonique.

D�e�nition 4.3 Une famille g�en�eratrice �nie G = (g1; : : : ;gs) d'�el�ements d'un id�eal I de

K[X1; : : : ;Xn] est une base de Gr�obner si :

hin(g1); : : : ;in(gs)i = hin(I)i

La principale propri�et�e des bases de Gr�obner peut être r�esum�ee par :

Proposition 4.1 On pose G = (g1; : : : ;gs) une base de Gr�obner d'un id�eal I dans

K[X1; : : : ;Xn]. Pour tout polynôme f de K[X1; : : : ;Xn], le reste de f modulo G (ou la

forme normale de f modulo G) est d�etermin�e de mani�ere unique. En particulier, f est un

�el�ement de I si et seulement si son reste modulo G est nul.

Le r�eduit d'un polynôme f par rapport �a une base de Gr�obner G est appel�e forme normale

de f modulo G.

D�e�nition 4.4 Une base de Gr�obner totalement r�eduite pour un id�eal I dans l'anneau

K[X1; : : : ;Xn] est une base de Gr�obner pour I dont les polynômes sont constitu�es de

monômes irr�eductibles modulo I.
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Les bases de Gr�obner ont aussi de bonnes propri�et�es de sp�ecialisation. On consid�ere un

ordre < d'�elimination de Xi+1; : : : ;Xn d�e�ni sur les monômes de K[X1; : : : ;Xn].

D�e�nition 4.5 On dit que � est une sp�ecialisation adapt�ee �a un ordre d'�elimination <

si � est un hom�eomorphisme de K[X1; : : : ;Xi] dans K d�e�ni par l'image (x1; : : : ;xi) de

(X1; : : : ;Xi) par �.

Le r�esultat suivant est issu de [42].

Proposition 4.2 [42] Soit G une base de Gr�obner d'un id�eal I de K[X1; : : : ;Xn] pour

un ordre d'�elimination de Xi+1; : : : ;Xn. Si l'image des coeÆcients de plus haut degr�e de

G par � n'est jamais nulle, alors �(G) est une base de Gr�obner de I.

Preuve : D'apr�es les hypoth�eses, in(�(G)) = �(in(G)). Puisque G est une base de

Gr�obner on a hin(G)i = in(hGi). De plus, il est clair que h�(G)i = �(hGi). Donc le

r�esultat est prouv�e.

Notons que �(G) n'est pas forc�ement une base de Gr�obner r�eduite.

D'apr�es [69], les bases de Gr�obner sont de taille doublement exponentielles en le nombre

de variables dans le pire des cas. En pratique, cette complexit�e n'est v�eri��ee que dans des

cas pathologiques, et l'algorithme de Buchberger [23] a �et�e am�elior�e et a fait l'objet de

nombreuses implantations dont les plus eÆcaces permettent de r�esoudre des applications.

R�ecemment, J.-C. Faug�ere a mis au point de nouveaux algorithmes calculant des

bases de Gr�obner et permettant de gagner plusieurs ordres de grandeur par rapport �a

l'algorithme de Buchberger (voir [37, 1]).

4.2 Repr�esentation Univari�ee Rationnelle

Si S est z�ero-dimensionnel et I = hSi, l'alg�ebre-quotient K[X1; : : : ;Xn]=I est un

K-espace vectoriel dont la dimension est �egale au nombre de solutions de S compt�ees

avec multiplicit�es dans Cn. Il est possible de calculer ce nombre �a partir d'une base de

Gr�obner : il est �egal au nombre de monômes ((sous l'escalier)) (c'est-�a-dire le nombre de

monômes ne pouvant être r�eduits �a z�ero modulo G). La dimension du K-espace vectoriel

K[X1; : : : ;Xn]=
p
I (qui est �egal au nombre de solutions de S dans Cn) peut être calcul�ee

�a partir de G en construisant et en r�eduisant la forme quadratique de Hermite [16] (voir

aussi [80, 51, 16]).

Soit S un syst�eme d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn], pour toute solution x =

(x1; : : : ;xn) 2 V (S), on note �(x) la multiplicit�e de x.

Proposition 4.3 [81] Etant donn�e u 2 K[X1; : : : ;Xn] on d�e�nit :

{ fu(T ) =
Y

x2V (S)

(T � u(x))�(x)

{ g0(T ) =
X

x2V (S)

�(x)
Y

y2V (S);u(y)6=u(x)

(T � u(y))
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{ gi(T ) =
X

x2V (S)

�(x)xi
Y

y2V (S);u(y)6=u(x)

(T � u(y))

pour i = 1; : : : ;n. Si u s�epare S (c'est-�a-dire si 8(x;y) 2 V (S)
2
;x 6= y ) u(x) 6= u(y)),

alors les polynômes univari�es

ffu(T );g0(T );g1(T ); : : : ;gn(T )g

de�nissent une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle (RUR) de S associ�ee �a u. La RUR

de S a les propri�et�es suivantes :

{ fu(T );g0(T );g1(T ); : : : ;gn(T ) sont des �el�ements de K[X1; : : : ;Xn]

{ l'application :
�u : Cn �! C

x 7�! u(x)

d�e�nit une bijection entre V (S) et V (fu), dont la r�eciproque est donn�ee par :

��1
u

: V (fu) �! V (S)

a 7�!
 
g1(a)

g0(a)
; : : : ;

gn(a)

g0(a)

!

{ �u pr�eserve les multiplicit�es (�(u(x)) = �(x)).

De plus, un �el�ement s�eparant u pour S peut être choisi parmi les �el�ements d'une famille

U = fX1 + jX2 + : : :+ jn�1Xn;j = 0 : : : nD(D � 1)=2g;

o�u D est la dimension de K[X1; : : : ;Xn]=hSi vu comme �etant un K-espace vectoriel.

Le point

 
g1(a)

g0(a)
; : : : ;

gn(a)

g0(a)

!
de V (S) est associ�e �a la racine a de fu.

Le calcul d'une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle peut être d�ecompos�e en deux �etapes :

{ pr�edire un �el�ement s�eparant,

{ calculer une RUR associ�ee �a cet �el�ement s�eparant.

D'apr�es la proposition ci-dessus, on peut proc�eder comme d�ecrit ci-dessous pour v�eri�er

si un �el�ement u 2 K[X1; : : : ;Xn] est un �el�ement s�eparant du syst�eme z�ero-dimensionnel

S :

Algorithme CSE

{ Entr�ee : Un syst�eme d'�equations polynomiales S z�ero-dimensionnel dans K[X1; : : : ;Xn], une

base de Gr�obner G de I = hSi, le nombre ]V (S) de solutions distinctes du syst�eme dans C et un

�el�ement u 2 K[X1; : : : ;Xn]

{ Sortie : true si u est un �el�ement s�eparant de S, false si ce n'est pas le cas.

{ Comparer le degr�e de la partie sans carr�es du polynôme minimal de la multiplication par u dans

K[X1; : : : ;Xn]=I et ]V (S). Si ces deux nombres sont �egaux, retourner true, sinon retourner false.



44 Resolution des systemes zero-dimensionnels

Algorithme SE

{ Entr�ee : Un syst�eme d'�equations polynomiales S z�ero-dimensionnel dans K[X1; : : : ;Xn] et une

base de Gr�obner G de I = hSi.
{ Sortie : un �el�ement s�eparant pour S.

1. Calculer ]V (S) en construisant puis en r�eduisant la forme quadratique de Hermite.

2. Choisir u 2 U . Enlever u de U .
3. Utiliser CSE sur u. Si la sortie est false, revenir au pas 2.

4. Retourner u.

Dans le cas particulier o�u l'id�eal I = hSi est radical, le pas 1 n'est pas n�ecessaire puisque
]V (S) est exactement la dimension du K-espace vectoriel K[X1; : : : ;Xn]=I. Plusieurs

strat�egies peuvent être utilis�ees pour calculer la RUR. Par exemple, lorsqu'on sait �a

l'avance que l'id�eal est radical, un �el�ement s�eparant u est un �el�ement primitif de l'anneau

quotient K[X1; : : : ;Xn]=I, et le calcul d'une RUR consiste �a exprimer les coordonn�ees Xi,

i = 1; : : : ;n dans l'extension alg�ebrique K[u] (ce qui se fait en inversant la matrice dont

les vecteurs colonnes sont les coordonn�ees de 1;u; : : : ;uD�1 dans K[X1; : : : ;Xn]=I).

Dans le cas g�en�eral (l'id�eal n'est pas suppos�e radical), un algorithme pour calculer

une RUR est d�ecrit dans [81]. Tous les coeÆcients de tous les polynômes de la RUR

peuvent être d�eduits des scalaires Trace(ui �Xj);i = 0 : : : ;D, j = 1 : : : n o�u u est l'�el�ement

s�eparant choisi et Trace(P ), pour tout P 2 K[X1; : : : ;Xn]=I, est la trace l'endomoprhisme

K-lin�eaire de K[X1; : : : ;Xn]=I : f 7�! f _P . Cette m�ethode permet en particulier de choisir

un �el�ement arbitraire u et de v�eri�er, apr�es calcul, si u est s�eparant ou pas. Dans le cas

particulier de syst�emes �a coeÆcients rationnels, un algorithme optimis�e, bas�e sur l'usage

de calculs modulaires pour pr�edire si un �el�ement choisi est s�eparant, est aussi propos�e

dans [81]. On note RUR l'algorithme suivant :

Algorithme RUR

{ Entr�ee : Un syst�eme d'�equations polynomiales S z�ero-dimensionnel dans K[X1; : : : ;Xn] et une

base de Gr�obner G de hSi.
{ Sortie :Une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle de S.

1. Construire la table de multiplication de K[X1; : : : ;Xn]=I .

2. Utiliser SE pour trouver un �el�ement s�eparant.

3. Calculer une RUR (fu(T );g0(T );g1(T ); : : : ;gn(T )) pour cet �el�ement s�eparant.

Finalement, compter et d�ecrire les solutions r�eelles du syst�eme polynomial est �equivalent �a

compter et d�ecrire les racines r�eelles du premier polynôme de la RUR fu(T ) (voir [80, 81])

qui est univari�e �a coeÆcients dans K. Ceci peut être fait avec les algorithmes de Sturm-

Habicht (voir [87]) ou l'algorithme d'Uspensky (voir [86]) si K est archim�edien.

Dans le chapitre 6, nous utiliserons aussi la variante suivante de la RUR, que nous noterons

ARUR (voir [4]).
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D�e�nition 4.6 Etant donn�e un �el�ement s�eparant u 2 K[X1; : : : ;Xn] on d�e�nit :

{ fu(T ) =
Y

x2V (S)

(T � u(x))�(x)

{ ~g0(T ) =
X

x2V (S)

�(x)(T � u(x))�(x)�1
Y

y2V (S)nfxg

(T � u(y))�(y)

{ ~gi(T ) =
X

x2V (S)

�(x)xi(T � u(x))�(x)�1
Y

y2V (S)nfxg

(T � u(y))�(y)

pour i = 1; : : : ;n. Notons que ~g0 est la d�eriv�ee de fu. Les polynômes univari�es de

ffu(T );~g0(T );~g1(T ); : : : ;~gn(T )g

d�e�nissent ce que nous appellerons l'Ancienne Repr�esentation Univari�ee Rationnelle (que

l'on notera ARUR) de S associ�ee �a u.

Cette ARUR de S a les propri�et�es suivantes :

{ fu(T );~g0(T );~g1(T ); : : : ;~gn(T ) sont des �el�ements de K[X1; : : : ;Xn];

{ l'application :
�u : Cn �! C

x 7�! u(x)

d�e�nit une bijection entre V (S) et V (fu), dont la r�eciproque est donn�ee par :

��1
u

: V (fu) �! V (S)

a 7�! (
~g
(��1)
1 (a)

~g
(��1)
0 (a)

; : : : ;
~g(��1)
n

(a)

~g
(��1)
0 (a)

)

o�u � est la multiplicit�e de la racine a de fu.

Tous les coeÆcients de tous les polynômes de la ARUR peuvent se d�eduire des scalaires

Trace(ui �Xj);i = 0; : : : ;D;j = 1 : : : n.

Complexit�e th�eorique : Soit S un syst�eme z�ero-dimensionnel dans K[X1; : : : ;Xn], tel

que l'id�eal I est de degr�e D. Dans [80, 81], F. Rouillier montre que le calcul d'une

Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a partir de la table de multiplication de l'anneau-

quotient K[X1; : : : ;Xn]=I peut se faire en O(nD5) op�erations arithm�etiques dans K. De

plus, la table de multiplication peut se construire �a partir d'une base de Gr�obner en O(D4)

op�erations arithm�etiques dansK. En termes du nombre d'op�erations arithm�etiques, cet al-

gorithme est polynomial en le nombre de racines complexes d'un syst�eme z�ero-dimension-

nel, une fois la base de Gr�obner calcul�ee.
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Chapitre 5

Ensembles triangulaires

R�esum�e

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques d�e�nitions et propri�et�es relatives aux
ensembles triangulaires de polynômes qui constituent une alternative aux m�ethodes
de r�esolution fond�ees sur les bases de Gr�obner. Nous rappelons en particulier les
d�e�nitions d'ensembles triangulaires r�eguliers et/ou s�eparables et montrons l'int�erêt
de ces notions qui seront tr�es souvent utilis�ees dans la suite du document. Pour
terminer, nous rappelons les sp�eci�cations des algorithmes de d�ecomposition en
ensembles triangulaires r�eguliers et/ou s�eparables de Kalkbrener et de Lazard.

Sommaire

4.1 Bases de Gr�obner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.2 Repr�esentation Univari�ee Rationnelle . . . . . . . . . . . . . . 42
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Introduction

Les ensembles triangulaires de polynômes apparaissent dans de nombreux travaux

concernant la r�esolution alg�ebrique des syst�emes polynomiaux. Plusieurs notions et th�eo-

ries ont �et�e introduites depuis 1932 (ensembles caract�eristiques de Ritt [78, 79], ensembles

caract�eristiques de Wu [103, 104, 39, 40, 97, 98, 99], chaines r�eguli�eres de Kalkbrener

[61, 60], la notion d'ensembles triangulaires normalis�es s�eparables est introduite dans

[65]).

Toutes les th�eories ci-dessus sont assez proches. Les travaux de P. Aubry et M. Mo-

reno Maza, ont permis de clari�er l'ensemble de ces notions th�eoriques (voir [6, 72, 5])

en montrant que sous certaines hypoth�eses elles sont �equivalentes. Ces algorithmes sont

une alternative aux m�ethodes d'�elimination fond�ees sur les bases de Gr�obner mais n'at-

teignent pas encore leur degr�e d'eÆcacit�e. Les d�ecompositions en ensembles triangulaires

pr�esentent l'avantage d'être des sorties agr�eables d�es lors qu'un certain nombre de pro-

pri�et�es leur sont impos�ees. Signalons toutefois [52] et [71, 64] qui d�ecrivent des algorithmes

de d�ecompositions en ensembles triangulaires en faisant intervenir des calculs de bases de

Gr�obner (au cours de l'algorithme pour le premier, et en entr�ee pour les deux seconds).

Dans ce document, nous utiliserons intensivement les notions et propri�et�es relatives

aux ensembles triangulaires en particulier dans les chapitres 2 et 3 de la partie II.

La premi�ere section de ce chapitre est consacr�ee au rappel des d�e�nitions d'ensembles

triangulaires, de quasi-composantes et d'id�eal satur�e associ�es �a un ensemble triangulaire.

Puis, nous rappelons en quoi ces d�e�nitions sont insuÆsantes pour constituer une sortie

((acceptable)). Nous rappelons alors les notions de r�egularit�e et de s�eparabilit�e dans la

deuxi�eme section de ce chapitre. La notion de r�egularit�e assure de bonnes propri�et�es par

projection aux ensembles triangulaires, et la notion de s�eparabilit�e permet de donner au

satur�e d'un ensemble triangulaire la propri�et�e d'être radical. En�n dans la derni�ere sec-

tion, nous donnons les sp�eci�cations des deux algorithmes de d�ecomposition en ensembles

triangulaires r�eguliers et s�eparables que nous utiliserons dans la suite du document.

5.1 Premi�eres d�e�nitions

On consid�ere l'anneau de polynômes K[X1; : : : ;Xn] et on se donne l'ordre X1 < : : : <

Xn sur les variables. Si p est un polynôme de K[X1; : : : ;Xn], on note mvar(p) la plus

grande variable apparaissant dans p pour l'ordre sur les variables qu'on s'est �x�e.

D�e�nition 5.1 Soit T = (td+1; : : : ;tn) un ensemble �ni de polynômes de K[X1; : : : ;Xn].

On dit que T est un ensemble triangulaire si et seulement si :

8(i;j) j i 6= j; mvar(ti) 6= mvar(tj):

Exemple 5.1 L'ensemble de polynômes

T =

(
xz � 1

y � x
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est un ensemble triangulaire pour l'ordre x < y < z mais n'en est pas un pour l'ordre

z < y < x.

Dans [6], les auteurs montrent que cette d�e�nition n'est pas suÆsante pour esp�erer

pouvoir r�esoudre de mani�ere satisfaisante les syst�emes polynomiaux. En e�et, l'ensemble

T =

(
xy � 1

x

est un ensemble triangulaire pour l'ordre x < y, mais il n'admet pas de solutions (com-

plexes ou r�eelles). En revanche, l'ensemble

T =

(
xz � y

y � x

admet des solutions. Il faut donc donner un peu plus de propri�et�es aux ensembles trian-

gulaires pour qu'ils puissent constituer une sortie satisfaisante d'un �eventuel algorithme.

Notation 5.1 Soit T = (td+1; : : : ;tn) un ensemble triangulaire dans K[X1; : : : ;Xn]. On

note hi le coeÆcient dominant du polynôme ti consid�er�e comme un polynôme univari�e

en mvar(ti). On appellera ce coeÆcient initial de ti et on note h le produit des hi (pour

i 2 fd+ 1; : : : ;ng.

D�e�nition 5.2 Soit T � K[X1; : : : ;Xn] un ensemble triangulaire. On appelle z�ero r�eguli-

er de T toute solution de T dans Cn qui n'annule pas h. L'ensemble des z�ero r�eguliers de

T est not�e W (T ) :
W (T ) = V (T ) n V (h):

Un ensemble triangulaire T est dit consistant si et seulement si W (T ) 6= ;.

Reprenons les exemples pr�ec�edents. Si on a

T =

(
xy � 1

x

alors on a W (T ) = ;. Si on a

T =

(
xz � y

y � x

alors on a W (T ) 6= ;. Notons que W (T ) contient les points de C3 tels que z = 1 et y = x

qui sont inclus dans la vari�et�e alg�ebrique d�e�nie par T . En revanche, cette vari�et�e contient
une composante irr�eductible d�e�nie par(

y = 0

x = 0
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qui n'est pas incluse dans W (T ). Ceci met donc en �evidence que l'id�eal hT i n'est pas la
bonne structure alg�ebrique associ�ee �a W (T ).

D�e�nition 5.3 Soit T = (td+1; : : : ;tn) un ensemble triangulaire dans K[X1; : : : ;Xn]. On

appelle id�eal satur�e de T (et on note sat(T )) l'id�eal

sat(T ) = fp 2 K[X1; : : : ;Xn] j (9n 2 IN) hnp 2 hT ig:

Ainsi, lorsque

T =

(
xy � 1

x

l'id�eal sat(T ) est K[x;y;z]. Aussi, lorsque

T =

(
xz � y

y � x

l'id�eal sat(T ) est hy � x;z � 1i.

L'id�eal satur�e de T a de meilleures propri�et�es que celles de l'id�eal hT i. En particulier,

l'id�eal satur�e d'un ensemble triangulaire est �equi-dimensionnel lorsque c'est un id�eal propre

et si c est le cardinal de T , la dimension de sat(T ) est n� c (voir [5]).

Si F est un sous-ensemble de Cn, on note F la clôture de F pour la topologie de Zariski.

Dans [6], les auteurs montrent que

W (T ) = V (sat(T )):

Ainsi, un ensemble triangulaire est consistant si et seulement si h =2
q
hT i (ou encore

sat(T ) 6= K[X1; : : : ;Xn]).

5.2 Notions de r�egularit�e et de s�eparabilit�e pour les

ensembles triangulaires

Soit T un ensemble triangulaire. On note :

{ algVar(T ), l'ensemble des variables dites alg�ebriques de T , c'est-�a-dire celles qui

sont variables principales d'un polynôme de T .
{ Si Xi 2 algVar(T ), on note T<i l'ensemble triangulaire constitu�e des polynômes

t 2 T tels que mvar(t) < Xi. Notons que T<i = T
T
K[X1; : : : ;Xi�1]. Par convention,

on note T<1 l'ensemble T
T
K.

{ sati�1(T ) est l'id�eal sat(T )
T
K[X1; : : : ;Xi�1]. Par convention, on note sat0(T ),

l'id�eal sat(T )
T
K.
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Consid�erons l'ensemble triangulaire pour l'ordre x < y :

T =

(
xy � 1

x2 � x

Cet ensemble triangulaire est consistant. On a sat(T )
T
K[x] = hx � 1i tandis que

sat(T \ K[x]) = hx2 � xi. Ainsi, la projection sur l'axe des x de W (T ) est di��erente

de W (T
T
K[x]). La notion de r�egularit�e est introduite pour rem�edier �a ce probl�eme.

D�e�nition 5.4 Soit T un ensemble triangulaire dans K[X1; : : : ;Xn]. On dit que T est

r�egulier si pour toute variable Xi 2 algVar(T ), l'initial de t 2 T tel que mvar(t) = Xi

n'est pas diviseur de z�ero dans l'anneau quotient K[X1; : : : ;Xi�1]=sati�1(T<i).

De mani�ere �equivalente, on peut dire que l'initial de t n'appartient �a aucun des id�eaux

premiers associ�es au satur�e de T<i. Ainsi, dans l'exemple ci-dessus, T n'est pas un ensemble

triangulaire r�egulier.

On a la propri�et�e suivante :

Th�eor�eme 5.1 [5] Si T est un ensemble triangulaire r�egulier dans K[X1; : : : ;Xn] alors

pour tout i 2 f0; : : : ;ng, on a :

sat(T )
\
K[X1; : : : ;Xi] = sat(T

\
K[X1; : : : ;Xi]):

Une preuve de ce r�esultat se trouve dans [5], page 50.

Corollaire 5.1 Tout ensemble triangulaire r�egulier est consistant.

Preuve : Puisque sat0(T )
T
K = sat0(;) = f0g, 1 n'appartient pas �a sat(T ), et donc le

corollaire est imm�ediat.

Nous d�e�nissons maintenant la notion de s�eparabilit�e pour les ensembles triangulaires

r�eguliers.

D�e�nition 5.5 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier dans K[X1; : : : ;Xn]. On dit

que T est s�eparable si pour tout t 2 T (on note Xi = mvar(t)), le polynôme @t

@Xi
(que

l'on appellera polynôme s�eparant de t) n'est pas diviseur de z�ero dans l'anneau quotient

K[X1; : : : ;Xi]=sati(T<i+1).

De mani�ere �equivalente, on peut dire que le polynôme s�eparant de t n'appartient �a aucun

des id�eaux premiers associ�es au satur�e de T<i+1. On a la propri�et�e suivante :

Th�eor�eme 5.2 Le satur�e d'un ensemble triangulaire r�egulier s�eparable est un id�eal radi-

cal.
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Proposition 5.1 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier s�eparable de K[X1; : : : ;Xn].

Pour tout t 2 T on a :

dim(W (T )
\
V (

@t

@mvar(t)
)) < dim(W (T )):

Preuve : La preuve est �evidente d�es lors que le polynôme s�eparant de tout polynôme de

T n'appartient �a aucun des id�eaux premiers associ�es au satur�e de T qui est radical.

5.3 Quelques propri�et�es suppl�ementaires

Soit G une base de Gr�obner lexicographique r�eduite engendrant un id�eal premier de

dimension d dans K[X1; : : : ;Xn] pour l'ordre X1 < : : : < Xn. On note mvar(p) (variable

principale de p) la plus grande variable apparaissant dans p. Si F est un sous-ensemble

constructible de Cn, on note F la clôture de Zariski F dans Cn.

Th�eor�eme 5.3 ([6, 5]) Soit T = (td+1; : : : ;tn) � G un ensemble de polynômes tels que

8(ti;tj) 2 T � T mvar(ti) 6= mvar(tj);

et 8g 2 G; 8i 2 fd+ 1; : : : ;ng tels que mvar(ti) = mvar(g) ([5]) :

deg(ti;mvar(ti)) � deg(g;mvar(ti)):

On note

{ hi le coeÆcient dominant de ti (lorsqu'il est consid�er�e comme un polynôme univari�e

en sa variable principale) et H(T ) = fhd+1; : : : ;hng.
{ W (T ) = fM 2 V (T ) n V (�n

i=d+1hi)g,
{ sat(T ) = fp 2 K[X1; : : : ;Xn] j 9m 2 IN;9h 2 hH(T )i;hmp 2 hT ig.

On a alors :

1. sat(T ) = hGi,
2. W (T ) = V (G),

Ainsi, T = (td+1; : : : ;tn) est un ensemble triangulaire r�egulier s�eparable et G engendre son

satur�e.

Notons prem(p;q;X) le pseudo-reste classique de deux polynômes p et q par rapport �a la

variable X. Si p 2 K[X1; : : : ;Xn], sa forme r�eduite prem(p;T ) peut être calcul�ee par la
proc�edure r�ecursive suivante :

{ si T = ;, alors prem(p;T ) = p.

{ sinon, si Xi est la plus grande variable apparaissant dans un polynôme t 2 T ,

prem(p;T ) = prem(prem(p;t;Xi);T n ftg):
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En particulier, ceci implique qu'il existe des polynômes qd+1; : : : ;qn et des entiers positifs

id+1; : : : ;in tels que :

prem(p;T ) = qd+1td+1 + : : :+ qntn + h
id+1

d+1 : : : h
in
n
p:

Ainsi, V (G)
T
V (prem(p;T )) = V (G)

T
(V (p) [ V (hd+1 : : : hn)). Par cons�equent, on a :

dim(V (G)
\
V (p)) < dim(V (G)) =) dim(V (G)

\
V (prem(p;T )) < dim(V (G)):

5.4 Algorithmes

Comme nous l'avons pr�ecis�e dans l'introduction, il existe plusieurs algorithmes de d�ecom-

position des syst�emes d'�equations polynomiales en ensembles triangulaires mais ils n'ont

pas tous les mêmes sp�eci�cations. Nous nous int�eressons plus particuli�erement aux d�ecom-

positions au sens de Lazard [65, 72] et au sens de Kalkbrener [60, 5].

D�e�nition 5.6 Soit S un syst�eme d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Soit T1; : : : ;T` une famille �nie d'ensembles triangulaires r�eguliers. On dit que la

famille T1; : : : ;T` est une d�ecomposition de S au sens de Kalkbrener si et seulement

si :

V (S) =
`[

i=1

W (Ti):

{ Soit T1; : : : ;T` une famille �nie d'ensembles triangulaires r�eguliers. On dit que la

famille T1; : : : ;T` est une d�ecomposition de S au sens de Lazard si et seulement si :

V (S) =
`[

i=1

W (Ti):

Notons que de mani�ere g�en�erale les ensembles triangulaires, même r�eguliers et s�eparables,

ne sont pas des syst�emes de g�en�erateurs de leur satur�e. C'est pourquoi chacune de ces

repr�esentations des solutions peut être quali��ee de ((paresseuse)). Les d�ecompositions en

ensembles triangulaires de Kalkbrener sont plus paresseuses que celles de Lazard car

l'ensemble des solutions est renvoy�e sous la forme de clôtures de quasi-composantes d'en-

sembles triangulaires, c'est-�a-dire que toutes les solutions ne sont pas d�ecrites.

Exemple 5.2 Consid�erons le syst�eme d'�equations polynomiales suivant :(
xz2 + yz � 1 = 0

y2 + x2 � 1 = 0

{ une d�ecomposition de ce syst�eme pour l'ordre x < y < z au sens de Lazard renvoie

deux ensembles triangulaires :

T1 =
(
xz2 + yz � 1

y2 + x2 � 1
T2 =

8><>:
yz � 1

y2 � 1

x
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{ une d�ecomposition de ce syst�eme pour l'ordre x < y < z au sens de Kalkbrener

renvoie un seul ensemble triangulaire :

T =

(
xz2 + yz � 1

y2 + x2 � 1

La d�ecomposition au sens de Lazard a �etudi�e le lieu des points de la vari�et�e o�u le seul initial

de T1 s'annule. Ce lieu est repr�esent�e par T2. La d�ecomposition au sens de Kalkbrener ne

fait pas cette �etude.

L'algorithme de d�ecomposition en ensembles triangulaires au sens de Lazard est incr�emen-

tal. Il existe une routine decompose (voir [72]) qui �etant donn�e un ensemble triangu-

laire r�egulier s�eparable T et un polynôme p calcule une famille d'ensembles triangulaires

r�eguliers s�eparables T1; : : : ;T` telle que :

W (T )
\
V (p) � W (T1) [ : : : [W (T`) � W (T )

\
V (p):

Dans [100, 101], l'auteur donne une g�en�eralisation de ces m�ethodes au cas des syst�emes

dits quasi-alg�ebriques, c'est-�a-dire des syst�emes d'�equations et d'in�equations polynomiales.

L'algorithme de d�ecomposition en ensembles triangulaires au sens de Kalkbrener n'est pas

incr�emental et ne dispose pas d'une op�eration similaire �a decompose. En revanche, P.

Aubry a r�ecemment implant�e une routine QuasiKalkbrener bas�ee sur les algorithmes

d�ecrits dans [5] et qui :

{ prend un entr�ee deux familles de polynômes F1 et F2,

{ retourne une famille d'ensembles triangulaires r�eguliers et s�eparables T1; : : : ;T` telle
que :

V (F1) n V (F2) = W (T1)
[
: : :
[
W (T`):

Notons que ceci implique que pour tout i 2 f1; : : : ;`g et pour tout p 2 F2, on a :

dim(W (Ti)
\
V (p)) < dim(W (Ti)):

Cette routine sera utilis�ee dans le chapitre 2 de la partie II.
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Chapitre 6

Un algorithme de bonne complexit�e

bas�e sur la m�ethode des points

critiques

R�esum�e

Dans ce chapitre, nous d�ecrivons une alternative �a la D�ecomposition Cylin-
drique Alg�ebrique qui permet de donner au moins un point par composante semi-
alg�ebriquement connexe sur une vari�et�e alg�ebrique r�eelle : la m�ethode des points
critiques. Elle consiste �a calculer les points critiques d'une fonction bien choisie
restreinte �a une vari�et�e pour ramener l'�etude �a celle d'un syst�eme alg�ebrique z�ero-
dimensionnel. L'algorithme que nous �etudions dans ce chapitre est extrait de [12,
13, 87]. Apr�es avoir d�eform�e la vari�et�e consid�er�ee, il calcule les points critiques de
la fonction de projection sur un axe. Le syst�eme z�ero-dimensionnel obtenu est �a
coeÆcients in�nit�esimaux. Il faut ensuite calculer les limites des racines born�ees de
ce syst�eme lorsque ces in�nit�esimaux tendent vers 0. Nous donnons un nouvel al-
gorithme extrait de [84] permettant de faire ce calcul. A la �n de ce chapitre, nous
proc�edons �a une br�eve analyse exp�erimentale de cet algorithme.
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Introduction

Les travaux de Grigoriev et Vorobjov (voir [53]) sont le point de d�epart de nouveaux

algorithmes permettant de donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement

connexe d'un ensemble semi-alg�ebrique, qui sont polynomiaux en le nombre et le degr�e

des polynômes et simplement exponentiels en le nombre de variables. Leur m�ethode est

bas�ee sur le calcul d'un nombre �ni de points qui sont les points critiques d'une fonction

bien choisie. Nous appellerons cette m�ethode ((la m�ethode des points critiques)).

Plusieurs autres algorithmes fond�es sur des variantes de cette m�ethode ont �et�e propos�es

plus r�ecemment (voir [55, 56, 74, 12]). Quelques id�ees permettant d'optimiser les calculs

en pratique sont expos�ees dans [56, 80]. La strat�egie propos�ee (voir [13, 87]) pour calculer

au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans un ensemble semi-

alg�ebrique est bas�ee sur la construction de routines r�eduisant le probl�eme de d�epart �a un

probl�eme plus facile :

{ a) Trouver au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans

un ensemble semi-alg�ebrique.

{ b) Trouver au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans

un ensemble alg�ebrique r�eel d�e�ni par un syst�eme d'�equations.

{ c) Trouver au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans

un ensemble alg�ebrique r�eel d�e�ni par une seule �equation.

{ d) Trouver au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans

un ensemble alg�ebrique alg�ebrique r�eel d�e�ni par un syst�eme d'�equations ayant un

nombre �ni de solutions complexes.

{ e) Compter et isoler les racines d'un polynôme univari�e.

Par exemple, le probl�eme b) peut être r�eduit au probl�eme c) en �etudiant la somme

des carr�es des polynômes intervenant dans le syst�eme que l'on veut �etudier. De même, le

probl�eme d) est r�eduit au probl�eme e) en calculant une Repr�esentation Univari�ee Ration-

nelle et en �etudiant le premier polynôme de la sortie.

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment ces m�ethodes proposent d'�etudier les

hypersurfaces r�eelles en nous r�ef�erant principalement �a [87]. Dans la premi�ere section,

nous rappelons les r�esultats de [87] qui montrent comment op�erer diverses d�eformations

in�nit�esimales sur une hypersurface pour :

{ en obtenir une qui soit lisse et compacte;

{ obtenir sans calcul une base de Gr�obner du syst�eme d'�equations caract�erisant les

points critiques de la fonction de projection sur l'axe de premi�ere coordonn�ee.

On peut alors calculer une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle du syst�eme z�ero-dimen-

sionnel obtenu.

A partir d'une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle de ces points, on doit alors faire

tendre certains in�nit�esimaux vers 0 pour retrouver des points sur l'hypersurface de

d�epart. Cette routine, extraite de [84], est d�ecrite en d�etail dans la deuxi�eme section

de ce chapitre, les solutions pr�ec�edemment propos�ees pour r�esoudre ce probl�eme n'�etant

pas exactes.
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Dans la troisi�eme section de ce chapitre, l'algorithme obtenu est d�ecrit et sa complexit�e

th�eorique rappel�ee. Puis, nous montrons en quoi cet algorithme doit être profond�ement

remani�e et illustrons nos arguments par le traitement d'un petit exemple. En particulier,

nous mettons en �evidence que les diverses �el�evations au carr�e ainsi que les d�eformations

in�nit�esimales le rendent impraticable pour des entr�ees de taille raisonnable.

6.1 Du cas des syst�emes �a l'�etude des hypersurfaces

Pour passer du cas des syst�emes au cas des hypersurfaces, la m�ethode classique propos�ee

(voir [53, 55, 56, 74, 87]) consiste �a �etudier l'hypersurface d�e�nie par la somme des carr�es

des polynômes du syst�eme de d�epart. En e�et, ce type de manipulation ne perturbe pas

la complexit�e th�eorique de l'algorithme.

Soit P 2 K[X1; : : : ;Xn], on note V (P ) � Cn l'hypersurface d�e�nie par P = 0. Soit Xn+1

une nouvelle variable, on pose

P1 = P 2 + (X2
1 + : : :+X2

n+1 � 
2)2

o�u 
 est une variable positive in�niment grande. Il est d�emontr�e dans [13, 12, 87] que

l'hypersurface V (P1)
T
Rh1=
in+1 est contenue dans la boule ouverte de centre l'origine

et de rayon 
 + 1 et que l'extension de toute composante semi-alg�ebriquement connexe

de V (P )
T
Rn �a Rh1=
i contient la projection d'une composante de V (P1)

T
Rh1=
in+1

sur Rh1=
in.
On note d le degr�e total de P et di (pour i 2 f1; : : : ;ng) les degr�es maximaux des

monômes de P contenant la variable Xi et on suppose (sans nuire �a la g�en�eralit�e) que

d1 � : : : � dn. On pose

P1 = (1� �)P + �(X
2(d1+1)
1 + : : :+X2(dn+1)

n
+X6

n+1 � (n+ 1)(
2(d+1)))

o�u � est un in�nit�esimal positif. Alors, il est d�emontr�e dans [13, 12, 87] que :

1. L'ensemble V (P1)
T
Rh�in est born�e et lisse.

2. Les polynômes

P1;
@P1

@X2

; : : : ;
@P1

@Xn+1

forment une base de Gr�obner pour l'ordre du degr�e lexicographique X1 > : : : > Xn.

On note C l'ensemble des solutions de ce syst�eme d'�equations.

3. L'ensemble C est un nombre �ni de points dans Cn.

4. Soit C 0 l'ensemble des points critiques r�eels. Pour toute composante semi-alg�ebrique-

ment connexe D de V (P )
T
Rn, il existe un point M 2 C 0 tel que lim0(M) 2 D.

L'ensemble des points critiques ainsi obtenus apr�es les d�eformations in�nit�esimales de

l'hypersurface de d�epart d�e�nie par P = 0 est �ni, et on doit r�esoudre le syst�eme

P1;
@P1

X2

; : : : ;
@P1

Xn

;
@P1

Xn+1
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pour pouvoir calculer les coordonn�ees de ces points critiques. Notons que grâce aux

d�eformations pr�ec�edemment e�ectu�ees, aucun calcul de bases de Gr�obner n'est n�ecessaire,

on peut donc directement utiliser l'algorithme d�ecrit dans [80, 81] pour calculer une

Repr�esentation Univari�ee Rationnelle de l'ensemble des solutions. Puisque cet algorithme

est polynomial en le nombre de solutions (compt�ees avec multiplicit�es), et puisqu'en ap-

pliquant le th�eor�eme de Bezout, on trouve que ce nombre de solutions est en O(d)n, il est
�evident qu'on a un algorithme en dO(n) op�erations arithm�etiques. Nous verrons ci-dessous

que cette complexit�e n'est pas perturb�ee par les routines n�ecessaires au calcul des limites

des racines born�ees lorsque � tend vers 0 et lorsque 
 tend vers l'in�ni. En e�et, celles-ci

sont bas�ees sur des calculs de polynômes caract�eristiques dans l'anneau quotient�e par

l'id�eal �etudi�e, ce qui est polynomial en le degr�e de l'id�eal.

Consid�erons maintenant l'hypersurface d�e�nie par le polynôme dans K[X1; : : : ;Xn]

ci-dessous :
nX
i=1

(
dY

j=1

(Xi � j))2 = 0:

Ce polynôme est de degr�e 2d et et le lieu r�eel de l'hypersurface qu'il d�e�nit est un ensemble

de dn points isol�es. Ainsi, sur cet exemple, la taille de la sortie est en O(d)n, on peut donc

consid�erer qu'un algorithme simplement exponentiel pour donner au moins un point par

composante semi-alg�ebriquement connexe est asymptotiquement optimal.

Dans la section suivante, nous montrons comment on peut calculer les limites de

racines born�ees d'un syst�eme d'�equations polynomiales �a coeÆcients dans K(") (o�u " est

un in�nit�esimal) lorsque " tend vers 0. La section suivante rappelle l'algorithme propos�e

dans [84].

6.2 Calculer les limites de solutions born�ees

Rappelons quelques d�e�nitions :

{ On note Rh"i (resp. Ch"i) le corps r�eel clos (resp. corps alg�ebriquement clos) des

s�eries de Puiseux alg�ebriques �a coeÆcients dans R (resp. C) (voir [20, 96]).

{ Soit � =
P

i�i0
ai"

i=q un �el�ement de Rh"i (resp. Ch"i) o�u i0 2 ZZ, q 2 IN et ai 2 R

(resp. C), ai0 6= 0 (par convention, on pose ai = 0 if i < i0).

{ Le nombre rationnel o(�) = i0=q est l'ordre de �, le coeÆcient initial in(�) de � est

le coeÆcient de "o(�) dans �.

{ On dit que l'�el�ement � est born�e sur R (resp. C) si o(�) est positif ou nul. Les

�el�ements de Rh"i (resp. Ch"i ) qui sont born�es sur R (resp. sur C) forment un

anneau de valuation V" (resp. V"), la fonction lim0 de V" sur R (resp. V" sur C)

d�e�nie par lim0(�) = a0 est un homomorphisme d'anneaux.

{ On dit que l'�el�ement � est in�nit�esimal sur R (resp. C) si o(�) est strictement

positif. On dit que des points x = (x1; : : : ;xn) et y = (y1; : : : ;yn) dans Rh"in (resp.

Ch"in) sont in�niment proches si pour tout i = 1; : : : ;n, xi � yi est in�nit�esimal.

Si S" � K(")[X1; : : : ;Xn] est un syst�eme d'�equations polynomiales z�ero-dimensionnel, on

note Vb(S") � Ch"in (resp. VR;b(S") � Rh"in) l'ensemble des solutions born�ees de S", �a
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coordonn�ees dans Vn

"
(resp. V n

"
).

Consid�erons S" � K(")[X1; : : : ;Xn] un syst�eme d'�equations polynomiales z�ero-dimension-

nel et A" = K(")[X1; : : : ;Xn]=hS"i: L'objet de cette section est de calculer une liste de

Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients dans K telles que

{ l'ensemble des points de Cn qu'elles repr�esentent est exactement �egal �a lim0(Vb(S")),

{ l'ensemble des points de Rn qu'elles repr�esentent est exactement �egal �a lim0(Vb(S"))\
Rn.

Soit u 2 K[X1; : : : ;Xn]. Remarquons que puisque u est �a coeÆcients dans K, l'image par

u des �el�ements born�es de V (S") dans Ch"in est born�ee. On note Z = lim0(Vb(S")).

D�e�nition 6.1 Soit S" un syst�eme z�ero-dimensionnel �a coeÆcients dans K(") et u 2
K[X1; : : : ;Xn]. On note fu(";T ) le polynôme caract�eristique de la multiplication par u

dans A". On note �1; : : : ;�p les racines de mutiplicit�e �1; : : : ;�p de V (S"). L'�el�ement u est

dit bien s�eparant pour S" si et seulement si :

{ u est un �el�ement s�eparant pour S";

{ pour toute racine non born�ee �i de V (S"), on a :

o(u(�i)) = min(o(X1(�i)); : : : ;o(Xn(�i)));

{ pour tout couple de racines born�ees (�1;�2) de V (S"), on a :

lim0(u(�1)� u(�2)) = 0() 8i 2 f1; : : : ;ng lim0(Xi(�1)�Xi(�2)) = 0:

Notons que cette d�e�nition implique que u est une bijection de Z sur les limites des racines

born�ees de fu(";T ) lorsque " tend vers z�ero.

A�n d'illustrer les ph�enom�enes pouvant survenir lorsque l'on fait tendre " vers 0,

consid�erons les exemples suivants, qui justi�ent la d�e�nition donn�ee ci-dessus :

{ Exemple 1 : On consid�ere le syst�eme d'�equations polynomiales

XY = 1;X = "

La seule solution de ce syst�eme est

(";
1

"
)

qui est non born�ee. Or, la forme u = X, qui est bien �evidemment s�eparante envoie

cette solution sur " qui est born�ee.

{ Exemple 2 : On consid�ere le syst�eme d'�equations polynomiales

X2 + Y 2 � 1 = 0;"Y = X

Les seules solutions de ce syst�eme sont

(
"

(1 + "2)1=2
;

1

(1 + "2)1=2
);(

�"
(1 + "2)1=2

;
�1

(1 + "2)1=2
)
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qui sont born�ees et non in�niment proches. La forme s�eparante u = X envoie ces

solutions sur
"

(1 + "2)1=2
;

�"
(1 + "2)1=2

;

qui sont in�niment proches.

Ainsi, de mani�ere g�en�erale il peut arriver que :

{ des solutions non born�ees de S" soient envoy�ees sur des �el�ements born�es de Ch"in;
{ des solutions non in�niment proches sont envoy�ees sur des �el�ements in�niment

proches dans Ch"in.
On va montrer que si on choisit une forme lin�eaire qui est un �el�ement bien s�eparant de

S", on n'aura pas de diÆcult�e �a faire tendre " vers 0 en gardant toutes les informations

dont nous avons besoin.

Soit u = u1X1+ : : :+unXn, (avec ui 2 K) un �el�ement s�eparant de S". Puisque le syst�eme

d'�equations polynomiales S" est contenu dans K["][X1; : : : ;Xn], les polynômes

(fu(";T );~g0(";T );~g1(";T ); : : : ;~gn(";T ))

de la ARUR associ�ee �a u sont des �el�ements de K(")[T ]. Remarquons que fu(";T ) est

unitaire. Soit � le plus petit entier tel que "�c(")fu(";T ) est un �el�ement de K["][T ], avec

c(") 2 K["];c(0) 6= 0. On appelle alors

(Fu(";T );G0(";T );G1(";T ); : : : ;Gn(";T ));

Repr�esentation Univari�ee Rationnelle (NRUR) l'ensemble de polynômes

("�c(")fu(";T );"
�~g0(";T );"

�~g1(";T ); : : : ;"
�~gn(";T )):

Cette NRUR d�e�nit les mêmes points que la RUR initiale. S'il existe des polynômes

c1("); : : : ;cn(") dans K["] tels que pour tout i 2 f1; : : : ;ng, on a c(0) 6= 0 et ci(")Gi(";T ) 2
K[";T ], on dira que la NRUR est bien normalis�ee.

Dans l'exemple 1, on a avec u = X

G0(";T ) = 1;G1(";T ) = ";G2(";T ) =
1

":

Lemme 6.1 Soit u =
P

n

i=1 uiXi avec ui 2 K.

{ Le polynôme fu(";T ) a des racines non born�ees dans Ch"i si et seulement si

deg
T
(Fu(0;T )) < deg

T
(fu(";T ))

{ � �egale
P

j=`+1;:::;p�o(�j)�j o�u �`+1; : : : ;�p sont les racines non born�ees de fu(";T )

d'ordres respectifs o(�`+1); : : : ;o(�p) et de multiplicit�es respectives �`+1; : : : ;�p,

{ si � est une racine de f(";T ) dans Ch"i born�ee sur C; alors a = lim0(�) est une

racine de Fu(0;T ).
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Preuve : Soit �1; : : : ;�` les racines born�ees de fu(";T ), de multiplicit�es �1; : : : ;�`. Alors,

fu(";T ) =
`Y

j=1

(T � �j)
�j

pY
j=`+1

(T � �j)
�j 2 K(")[T ];

et il est clair que l'ordre du coeÆcient de T
P`

j=1
�j dans fu(";T ) est

Pp

j=`+1 �jo(�j), et

que l'ordre de n'importe quel autre coeÆcient de fu(";T ) est inf�erieur �a
Pp

j=`+1 �jo(�j).

On note c(") un d�enominateur commun des coeÆcients de

pY
j=`+1

("�o(�j)T � "�o(�j)�j)
�j

`Y
j=1

(T � �j)
�j :

Il est alors clair que c(0) 6= 0 et

Fu(";T ) = c(")
pY

j=`+1

("�o(�j)T � "�o(�j)�j)
�j

`Y
j=1

(T � �j)
�j 2 K["][T ]:

On note aj = lim0(�j) pour j = 1; : : : ;`,

Fu(0;T ) = c(0)
pY

j=`+1

(�in(�j))�j
`Y

j=1

(T � aj)
�j :

On peut maintenant montrer :

Lemme 6.2 Soit u =
P

n

i=1 uiXi, ui 2 K est un �el�ement s�eparant pour S". Alors u est un

�el�ement bien s�eparant si et seulement si :

{ Il existe des polynômes c1("); : : : ;cn(") dans K["] tels que pour tout i 2 f1; : : : ;ng,
ci(0) est non nul et les polynômes

c1(")G1(";T ); : : : ;cn(")Gn(";T )

appartiennent �a K[";T ],

{ les images par u de deux �el�ements born�es x et y de V (S") sont in�niment proches,

si et seulement si x et y sont in�niment proches.

Preuve : Soit �1; : : : ;�p les racines de fu(";T ) de multiplicit�es respectives �1; : : : ;�p
num�erot�ees de mani�ere �a ce que �1; : : : ;�` soient les racines born�ees de fu(";T ). On note

� =
Pp

j=`+1�o(�j)�j.
{ Supposons que u est un �el�ement bien s�eparant. A fortiori, u est donc s�eparant,

et l'application �u d�e�nie dans la proposition 4.3 est inversible. On note ��1
u

son

inverse. On a pour tout i 2 f1; : : : ;ng :

~gi(";T ) =
pX

k=1

�kXi(�
�1
u
(�k))(T � �k)

�k�1
Y
j 6=k

(T � �j)
�j :
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~gi(";T ) =
`X

k=1

�kXi(�
�1
u
(�k))(T � �k)

�k�1
`Y

j 6=k;j=1

(T � �j)
�j

pY
j=`+1

(T � �j)
�j

+
pX

k=`+1

�kXi(�
�1
u
(�k))(T � �k)

�k�1
`Y

j=1

(T � �j)
�j

pY
j 6=k;j=`+1

(T � �j)
�j :

Ainsi, on a :

"
�~gi(";T ) =

`X
k=1

�kXi(�
�1
u (�k))(T � �k)

�k�1

`Y
j 6=k;j=1

(T � �j)
�j

pY
j=`+1

("�o(�j)T � "
�o(�j)�j)

�j

+

pX
k=`+1

�k"
�o(�k)Xi(�

�1
u (�k))("

�o(�k)T � "
�o(�k)�k)

�k�1

`Y
j=1

(T � �j)
�j

pY
j 6=k;j=`+1

("�o(�j)T � "
�o(�j)�j)

�j :

Comme le syst�eme de d�epart est �a coeÆcients dans K["], il est clair que "�~gi(";T )

est un polynôme �a coeÆcients dans K("). Comme u est bien s�eparant, les deux

termes de la somme ci-dessus ne tendent pas vers l'in�ni lorsque " tend vers 0, ce

qui implique que pour i 2 f1; : : : ;ng, il existe ci(") 2 K["] tel que ci(0) 6= 0 et

"�ci(")~gi(";T ) 2 K[";T ].

{ Pour d�emontrer la r�eciproque nous allons d�emontrer sa contrapos�ee. On suppose

que u est un �el�ement s�eparant tel que :

{ les images par u de deux �el�ements born�es x et y de V (S") sont in�niment

proches si et seulement si x et y sont in�niment proches,

{ et il existe une racine non born�ee � de S" telle que

o(u(�)) > min(o(�1); : : : ;o(�n))

o�u �i est la i-i�eme coordonn�ee de �.

Soit i0 > ` tel que o(�i0) = min(o(�1); : : : ;o(�n)). Nous allons montrer que ceci

implique que Gi0
=2 K[";T ]. On a :

~gi0(";T ) =
pX

k=1

�kXi0
(��1

u
(�k))(T � �k)

�k�1
Y
j 6=k

(T � �j)
�j :

Supposons (sans nuire �a la g�en�eralit�e) que �p soit la racine de f telle que ��1
u
(�p) =

�. On a alors :

"
�~gi0(";T ) =

`X
k=1

�kXi0(�
�1
u (�k))(T � �k)

�k�1

`Y
j 6=k;j=1

(T � �j)
�j

pY
j=`+1

("�o(�j)T � "
�o(�j)�j)

�j+

pX
k=`+1

�k"
�o(�k)Xi0 (�

�1
u (�k))("

�o(�k)T � "
�o(�k)�k)

�k�1

`Y
j=1

(T � �j)
�j

pY
j 6=k;j=`+1

("�o(�j)T � "
�o(�j)�j)

�j+

�p"
�o(�p)�i0("

�o(�p)T � "
�o(�p)�p)

�p�1

`Y
j=1

(T � �j)
�j

p�1Y
j=`+1

("�o(�j)T � "
�o(�j)�j)

�j :

Il est alors clair que l'ordre du coeÆcient de T
P`

k=1
�k est

min(o(�i0)� o(�p);(o(Xi0
(��1

u
(�k)))� o(�k);k = `; : : : ;p� 1))

Donc, on a bien ci0(0) = 0.
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A�n de pouvoir trouver un �el�ement bien s�eparant pour S" nous allons montrer qu'il

en existe un dans une liste de formes lin�eaires pr�e-d�etermin�ee que nous noterons U .

Lemme 6.3 Soit D la dimension de l'espace vectoriel K[X1; : : : ;Xn]=hS"i. Un �el�ement

bien s�eparant u pour S" peut être choisi parmi les �el�ements de la famille

U = fX1 + jX2 + : : :+ jn�1Xn;j = 0 : : : (n� 1)D2g:

Preuve : Soit x une solution de S", on note xi la i-i�eme coordonn�ee de x. Il est clair que

si u est un �el�ement bien s�eparant alors :

{ 8(x;y) 2 V (S")
2 u(x� y) 6= 0,

{ si x et y sont deux solutions born�ees non in�niment proches de S" alors u(lim0(x)�
lim0(y)) 6= 0,

{ si on note ci le coeÆcient de "
mini=1;:::;n(o(xi)) dans xi, alors u(c1; : : : ;cn) 6= 0 (ce qui

implique que la NRUR est G1(";T ); : : : ;Gn(";T ) bien normalis�ee).

On d�e�nit alors :

1. W1, de cardinalit�e � D(D � 1)=2, comme �etant l'ensemble des vecteurs x� y o�u x

et y sont des solutions distinctes de S" dans Ch"in,

2. W2, de cardinalit�e � D, comme �etant l'ensemble de vecteurs c = (c1; : : : ;cn) o�u ci
est le coeÆcient de "mini=1;:::;k(o(xi)) dans xi,

3. W3, de cardinalit�e � D(D � 1)=2, comme �etant l'ensemble de vecteurs lim0(x) �
lim0(y) o�u x et y sont des solutions distinctes non in�niment proches de S" dans

Ch"in,

4. W =W1 [W2 [W3. Notons que W est de cardinalit�e � D2.

Ainsi, pour que u soit bien s�eparant, il suÆt que 8w 2 W u(w) 6= 0. Soit w 2 W
�x�e. Il y a au plus n � 1 �el�ements dans U tels que u(w) = 0. En e�et, ces �el�ements

sont caract�eris�es par le fait qu'on peut leur associer un entier j qui annule le polynôme

P (T ) = w1+w2T + : : :+wnT
n�1. Or, chacun de ces polynômes ne peut avoir au plus que

n� 1 racines. CommeW est de cardinalit�e inf�erieure ou �egale �a D2, il existe au moins un

�el�ement bien s�eparant dans U .

On en d�eduit l'algorithme NWSE (Naive Well Separating Element) qui trouve un

�el�ement bien s�eparant.



64 Un algorithme de bonne complexite base sur la methode des points critiques

Algorithme NWSE

{ Entr�ee : Un syst�eme z�ero-dimensionnel S" dans K["][X1; : : : ;Xn] et une base de Gr�obner G" de

l'id�eal I" engendr�e par S".

{ Sortie : un �el�ement bien s�eparant u de S", une d�ecomposition square-free de Fu(0;T ) et

(G0(0;T );G1(0;T ); : : : ;Gn(0;T ))

o�u

(G0(";T );G1(";T ); : : : ;Gn(";T ))

est une NRUR bien normalis�ee pour u.

1. Pour tout u 2 U
{ V�eri�er que u est s�eparant.

{ Calculer une NRUR associ�ee �a u

(Fu(";T );G0(";T );G1(";T ); : : : ;Gn(";T ));

garder u si et seulement si la NRUR est bien normalis�ee.

2. Parmi les �el�ements de U 0 gard�es au pas 1 Caluler la d�ecomposition square-free de Fu(0;T )

Fu(0;T ) = f1f
2
2 : : : f

m

m :

3. choisir u tel que le degr�e de la d�ecomposition square-free de Fu(0;T ) est maximal.

4. Retourner (u;f1; : : : ;fm) et
(G0(0;T );G1(0;T ); : : : ;Gn(0;T )):

Notons qu'en g�en�eral une forme lin�eaire choisie au hasard sera un �el�ement bien s�eparant.

Nous suivons donc la d�emarche suivante : on choisit une forme lin�eaire puis on v�eri�e

que cette forme est un �el�ement bien s�eparant. Ainsi, il faut pouvoir v�eri�er si une forme

lin�eaire �x�ee est un �el�ement bien s�eparant.

Lemme 6.4 Si u = u1X1 + : : : + unXn; (avec ui 2 K) est un �el�ement bien s�eparant

pour S" et si a est une racine de Fu(0;T ) de multiplicit�e m alors il existe une racine � de

fu(";T ) dans Ch"i avec lim0(�) = a. De plus, pour tout � racine de fu(";T ) dans Ch"i de
multiplicit�e � avec lim0(�) = a, on a

lim0

0@g(��1)i (";�)

g
(��1)
0 (";�)

1A =
G

(m�1)
i (0;a)

G
(m�1)
0 (0;a)

:

Preuve : Soit �1; : : : ;�p les racines de fu(";T ) et �j la multiplicit�e de �j. Soit �1; : : : ;�`
les racines born�ees de fu(";T ). On note "j = "�o(�j) (pour j = `+ 1; : : : ;p). On a alors :

fu(";T ) =
`Y

j=1

(T � �j)
�j

pY
j=`+1

(T � �j)
�j ;

"�fu(";T ) =
`Y

j=1

(T � �j)
�j

pY
j=`+1

("jT � "j�j)
�j ;
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Fu(";T ) = c(")
`Y

j=1

(T � �j)
�j

pY
j=`+1

("jT � "j�j)
�j ;

Fu(0;T ) = c
`Y

j=1

(T � aj)
�j

G0(0;T ) =
`X

j=1

�j(T � aj)
�j�1

Y
i2f1;:::;`gnfjg

(T � ai)
�i :

Supposons que a = lim0(�1) = : : : = lim0(�s), a 6= lim0(�j);j > s, alors

G
(m�1)
0 (0;a) = c:` : : : (`�m + 1)

`Y
j=m+1

(a� aj);

o�u m = �1 + : : :+ �s:

On note �j le point de V (S") tel que u(�j) = �j, et �ij la i-�eme coordonn�ee de �j: On a

aussi

~gi(";T ) =
pX

j=1

�ij�j(T � �j)
�j�1

Y
i2f1;:::pgnfjg

(T � �i)
�i

"�~gi(";T ) =
`X

j=1

�ij�j(T � �j)
�j�1

Y
i2f1;:::`gnfjg

(T � �i)
�i

pY
i=`+1

("iT � "i�i)
�i

+
`Y

i=1

(T � �i)
�i(

pX
j=`+1

"j�ij�j("jT � "j�j)
�j�1

Y
i2f`+1;:::pgnfjg

("iT � "i�i)
�i):

Il est clair que

`X
j=1

�ij�j(T � �j)
�j�1

Y
i2f1;:::`gnfjg

(T � �i)
�i

pY
i=`+1

("iT � "i�i)
�i 2 V"[T ]:

Puisque Gi(";T ) 2 K[";T ], "�~gi(";T ) 2 V"[T ],
Q
`

i=1(T � �i)
�i 2 V"[T ] est unitaire

Gi(";T ) = A +
`Y

i=1

(T � �i)
�iB

avec A;B 2 V"[T ]. Ainsi

Gi(0;T ) = �A+
`Y

i=1

(T � ai)
�i �B;

avec lim0(�j) = aj, �A et �B les polynômes de C[T ], obtenus en rempla�cant chaque

coeÆcient c de A et B par lim0(c). Donc, puisque a = lim0(�1) = : : : = lim0(�s),

a 6= lim0(�j);j > s, en notant x = lim0(�1) = : : : = lim0(�s), avec u(�i) = �i,

G
(m�1)
i (0;a) = c:` : : : (`�m� 1)xi

`Y
j=m+1

(a� aj);
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o�u m = �1 + : : :+ �s et �nalement

xi =
G

(m�1)
i (0;a)

G
(m�1)
0 (0;a)

:

Remarquons que la multiplicit�e d'un point x de Z est la somme des multiplicit�es des

points � 2 V (S") tels que lim0(�) = x.

Lemme 6.5 Soit u = u1X1 + : : : + unXn; ui 2 K, tel que la NRUR soit dans K[";T ].

Soit hi(";�i) le polynôme caract�eristique de l'endomorphisme de multiplication par Xi

dans A", et Hi 2 K["][�i];Hi =2 "K["][�i] un multiple de hi, que l'on appellera polynôme

caract�eristique normalis�e de Xi. Soit Fu(0;T ) = f1f
2
2 : : : f

s

s
, la d�ecomposition sans carr�es

de Fu(0;T ). L'�el�ement u est bien s�eparant si et seulement si en notant

Ki(�i) =
sY

k=1

Res(G0(0;T )
(k�1)�i �Gi(0;T )

(k�1);fk)
k;

Ki divise Hi(0;�i).

Preuve : Si u est une forme bien s�eparante, les racines de Ki sont les racines qui sont de

la forme

xi =
G

(m�1)
i (0;a)

G
(m�1)
0 (0;a)

o�u a est une racine de fm (i.e. une racine de multiplicit�e m de Fu(0;T )) et u(x) = a,

xi =
G

(m�1)
i (0;a)

G
(m�1)
0 (0;a)

:

Aussi les racines de Ki sont racines de Hi(0;�i) avec les mêmes multiplicit�es.

R�eciproquement, si u n'est pas une forme bien s�eparante, il existe une racine a de

G(0;T ) avec x1; : : : ;xs des �el�ements de Z de multiplicit�es n1; : : : ;ns et u(x1) = : : : =

u(xs) = a. Soit m = m1 + : : :+ms, alors il est clair, d'apr�es les d�e�nitions, que :

G
(m�1)
i (0;a)

G
(m�1)
0 (0;a)

=
m1x1 + : : :+msxs

m
:

Aussi le s-uplet x1; : : : ;xs est remplac�e par le barycentre b des points xi de poids ni. En

appliquant le lemme ci-dessous, on conclut qu'il existe une racine xi d'un des polynômes

Hi(0;�i) de multiplicit�e m dont la multiplicit�e dans Ki est sup�erieure �a m.

Lemme 6.6 Soit Z un multi-ensemble �ni de points x 2 Cn de multiplicit�e �(x). On note

�i(Z) le multi-ensemble obtenu en projetant les points de Z sur leur i-�eme coordonn�ee (en

ajoutant les multiplicit�es si les points ont la même i-�eme coordonn�ee). Soit Z 0 un multi-

ensemble obtenu en rempla�cant les sous-ensembles disjoints de Z par leur barycentre (en

prenant en compte les multiplicit�es). Alors Z 6= Z 0 si et seulement si il existe un i tel que

�i(Z) 6= �i(Z
0).



Calculer les limites de solutions bornees 67

Preuve : Supposons que Z 6= Z 0 et notons W l'ensemble des points de Z qui ne sont

pas dans Z 0. Soit H l'enveloppe convexe de W , x un point extrême de H, et i tel que xi
est distinct de la i-i�eme coordonn�ee du barycentre qui le remplace. Puisqu'un barycentre

de points est est dans l'int�erieur de l'enveloppe convexe de ces points, la multiplicit�e de

xi dans �i(Z
0) est strictement inf�erieure �a celle de de xi dans �i(Z). On en d�eduit qu'il

existe un point y tel que la multiplicit�e de yi dans �i(Z
0) est strictement sup�erieure �a

celle de yi dans �i(Z).

D'apr�es les lemmes pr�ec�edents, l'algorithme WSE (Well Separating Element) d�ecrit ci-

dessous retourne un �el�ement bien s�eparant.

Algorithme WSE

{ Entr�ee : Un syst�eme z�ero-dimensionnel S" dans K["][X1; : : : ;Xn] et une base de Gr�obner G" de

l'id�eal I" engendr�e par S".

{ Sortie : un �el�ement bien s�eparant u de S", une d�ecomposition square-free de Fu(0;T ) et

(G0(0;T );G1(0;T ); : : : ;Gn(0;T ))

o�u

(G0(";T );G1(";T ); : : : ;Gn(";T ))

est une NRUR bien normalis�ee pour u.

1. Calculer pour tout i Hi le polynôme caract�eristique normalis�e de Xi dans A".

2. Choisir u 2 U . Enlever u de U .
3. V�eri�er que u est s�eparant.

4. Calculer une NRUR

(Fu(";T );G0(";T );G1(";T ); : : : ;Gn(";T )):

Si cette NRUR n'est pas bien normalis�e, revenir �a 2.

5. Calculer la d�ecomposition square-free

Fu(0;T ) = f1f
2
2 : : : f

m

m :

Calculer

Ki(�i) =

mY
j=1

Res(G0(0;T )
(j�1)�i �Gi(0;T )

(j�1);fj)
j ;

Si il existe i tel que Ki ne divise pas Hi(0;�i), revenir �a 1.

6. Retourner u;;f1; : : : ;fm et

(G0(0;T );G1(0;T ); : : : ;Gn(0;T )):

Dans l'exemple 2, quand u = X, Fu(";T ) = (1+"2)T 2�"2 est sans carr�es et Fu(0;T ) = T 2.

Le polynôme caract�eristique normalis�eH2(";�2) de la multiplication par Y est (1+"2)�2
2�

1, aussi H2(0;�2) = �2
2�1, alors que G0(";T ) = 2(1+ "2)T , G0(0;T ) = 2T , G1(";T ) = 2"2

G2(0;T ) = 0, K2(0;�2) = �2
2. Donc, u = X n'est pas un �el�ement bien s�eparant.

Maintenant que nous savons d�etecter un �el�ement bien s�eparant pour S", nous d�ecrivons

ci-dessous l'algorithme LRB (Limites Racines Born�ees) qui calcule Z = lim0(Vb(S")).
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Algorithme LRB

{ Entr�ee : Un syst�eme z�ero-dimensionnel S" dans K["][X1; : : : ;Xn] et une base de Gr�obner G" de

l'id�eal I" engendr�e par S".

{ Sortie :Une liste de solutions r�eelles de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles contenant les

limites des solutions born�ees dans Rh"i de S".
{ Utiliser l'algorithme WSE pour trouver un �el�ement s�eparant de S".

{ Retourner listrurs = f(fi;G0(0;T )
(i�1);G1(0;T )

(i�1) : : : ;Gn(0;T )
(i�1))i2f1;:::;mgg,

{ Pour tout �el�ement de listrurs compter et isoler les racines r�eelles de son premier polynôme.

Remarque 6.1 Notons que les Repr�esentations Univari�ees Rationnelles retourn�ees par

cet algorithme forment un syst�eme de g�en�erateurs d'un id�eal radical (en e�et, puisque les

polynômes �eliminants de ces Repr�esentations Univari�ees Rationnelles sont square-free,

toutes les solutions sont simples).

Exemple 3 : Consid�erons le syst�eme d'�equations polynomiales �a coeÆcients dans K["]

ci-dessous :

P (X;Y ) = ";
�!

grad
X;Y

(P )==(X;Y ):

o�u P (X;Y ) = Y 2 + (XY � 1)2. Il est facile de v�eri�er que la variable X est un �el�ement

s�eparant Nous allons d�erouler l'algorithme pour montrer que X est un �el�ement bien

s�eparant pour ce syst�eme. Le polynôme caract�eristique de la multiplication par X dans

l'anneau K(")[X;Y ] quotient�e par l'id�eal engendr�e par le syst�eme est

F (";X) = "X10 + (4"� 1)X8 + (�3� 2"2 + 4")X6 + (10"� 1� 4"2)X4

+(10"� 7 + "3 � 4"2)X2 � "2 + 2"� 1

On a :

G0(";X) = 10"X9 + 8(4"� 1)X7 + 6(�3� 2"2 + 4")X5

+4(10"� 1� 4"2)X3 + 2(10"� 7 + "3 � 4"2)X;

G1(";X) = 10"X8 + (16"� 8)X6 + (4"2 � 10"� 4)X4

+(�8"2 � 4"+ 12)X2 + 2("� 1)("2 � 2"+ 1);

G2(";X) = (�8"+ 2)X8 + (12 + 8"2 � 16")X6 + (�60"+ 6 + 24"2)X4

+(�80"+ 56� 8"3 + 32"2)X2 + 10"2 � 20"+ 10:

On a aussi :

F (0;X) = �X8 � 3X6 �X4 � 7X2 � 1

G0(0;X) = �8X7 � 18X5 � 4X3 � 14X

G1(0;X) = �8X6 � 4X4 + 12X2 � 2

G2(0;X) = 2X8 + 12X6 + 6X4 + 56X2 + 10

Le polynôme caract�eristique normalis�e H1(";�1) est �egal �a :

H1(";�1) = �10
1 � "�8

1 + (�2"� 2)�6
1 + (2"+ 1 + 2"2)�4

1 + ("2 � 2"+ 1)�2
1 � "� "3 + 2"2
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et

H1(0;�1) = �10
1 � 2�6

1 + �4
1 + �2

1:

Nous pouvons maintenant calculer K1(�1) et K2(�2) pour v�eri�er que la variable X

est un �el�ement bien s�eparant.

K1(�1) est proportionnel �a � �8
1 + 2�4

1 � �2
1 � 1

K2(�2) = F (0;�2):

Puisque K1 divise H1(0;�1) et K2 = H1(0;�1), X est un �el�ement bien s�eparant.

6.3 Algorithme th�eorique

Dans cette section, nous d�ecrivons l'algorithme obtenu �a partir des r�esultats des deux

sections pr�ec�edentes et qui calcule au moins un point par composante connexe sur une

vari�et�e alg�ebrique r�eelle d�e�nie par un syst�eme S = (P1; : : : ;Pk) d'�equations polynomiales

dans K[X1; : : : ;Xn]. On se ram�ene au cas d'une seule �equation en �etudiant l'hypersurface

d�e�nie par P = P 2
1 + : : : + P 2

k
= 0. Introduisons la variable Xn+1 et les in�nit�esimaux

�;" = 1=
, posons

Q = P 2 + (X2
1 + : : :+X2

n
+X2

n+1 � 1="2)2

et consid�erons l'hypersurface d�e�nie par :

Q1 = (1� �)Q+ �
�
X

2(d1+1)
1 +X

2(d2+1)
2 + : : :+X2dn+1

n
+X6

n+1 � (n+ 1)1="2(d1+1)
�
= 0;

o�u d1; : : : ;dn+1 sont les degr�es totaux de Q en X1; : : : ;Xn+1. Sans nuire �a la g�en�eralit�e, on

suppose que d1 � : : : � dn � dn+1.

La famille

Q1;
@Q1

@X2

; : : : ;
@Q1

@Xn+1

est une base de Gr�obner pour l'ordre du degr�e lexicographique [13, 12, 87] avec X1 >

: : : > Xn > Xn+1, on peut dans un premier temps appliquer l'algorithme LRB �a cette

famille. On obtient une liste de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients dans

K(") repr�esentant les limites des points critiques de la fonction de projection sur l'axe

X1 restreinte �a V (Q1) lorsque � tend vers 0. On obtient alors au moins un point par

composante connexe sur V (Q). D'apr�es [13, 12, 87], la projection de ces points sur Rh"in

donne au moins un point par composante connexe sur V (P )
T
Rh"in. D'apr�es la remarque

6.1, ces points sont repr�esent�es par des Repr�esentations Univari�ees Rationnelles

8>>>><>>>>:
f(";T ) = 0

g0(";T )X1 � gn(";T ) = 0
...

g0(";T )Xn � gn(";T ) = 0
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dont le polynôme f est square-free, donc on peut inverser g0 modulo f et obtenir une base

de Gr�obner lexicographique :8>>>><>>>>:
f(";T ) = 0

X1 � gn(";T )g0(";T )modulof = 0
...

Xn � gn(";T )g0(";T )modulof = 0

On peut alors r�eappliquer l'algorithme LRB aux bases de Gr�obner ainsi obtenues.

Algorithme CPM

{ Entr�ee : Un syst�eme S = (P1; : : : ;Pk) d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles repr�esentant au moins un point

par composante semi-alg�ebriquement connexe de V (S).

1. Poser P := P 2
1 + : : :+ P 2

k
.

2. Introduire une nouvelle variable Xn+1 et poser Q := P + (X2
1 + : : :+X2

n
+X2

n+1 � 1="2)2.

3. Poser Q1 := (1��)Q+�(X
2(d1+1)
1 + : : :+X

2(dn+1)
n +X6

n+1�(n+1)1="2(d1+1)), o�u d1; : : : ;dn;dn+1
sont les degr�es totaux de P1 en X1; : : : ;Xn;Xn+1 tels que d1 � : : : � dn+1.

4. Calculer les d�eriv�ees partielles @Q1

@X1
; : : : ; @Q1

@Xn
.

5. Calculer une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a coeÆcients dans K(")h�i de la base de

Gr�obner [Q1;
@Q1

@X1

; : : : ; @Q1

@Xn
], associ�ee �a un �el�ement bien s�eparant et calculer les limites des racines

born�ees de cette base lorsque � tend vers 0 en utilisant l'algorithme LRB.

6. Pour chaque Repr�esentation Univari�ee Rationnelle (f(";T );g0(";T );g1(";T ); : : : ;gn+1(";T )) �a co-

eÆcients dans K(") retourn�ee par l'�etape pr�ec�edente, calculer l'inverse Q de g0 modulo f , et
utiliser LRB sur la base de Gr�obner lexicographique (f(";T );X1 � (Qg1modulof); : : : ;Xn �
(Qgnmodulof)).

7. Retourner les RUR obtenues pour lesquelles le premier polynôme a des racines r�eelles.

Analyse exp�erimentale :

De mani�ere �a tester la taille des donn�ees interm�ediaires apparaissant au cours d'un tel

algorithme, nous avons simul�e celui-ci en Maple sur le syst�eme d'�equations polynomiales

suivant : (
x2 + y2 + z2 � 1 = 0

xyz � 1 = 0

Notons que ce syst�eme d'�equations est tr�es simple et que l'algorithme de D�ecomposition
Cylindrique Alg�ebrique parvient �a le r�esoudre. Nous obtenons en premier lieu le polynôme
nomm�e P dans l'algorithme ci-dessus :
P:=x^2*y^2*z^2+x^4+2*x^2*y^2+2*x^2*z^2+y^4+2*y^2*z^2+z^4-2*x*y*z-2*x^2-2*y^2-2*z^2+2

Notons que le degr�e total de ce polynôme est 6 alors que le degr�e total des polynômes

de d�epart est born�e par 3. Remarquons aussi que l'hypersurface ainsi consid�er�ee contient

syst�ematiquement une in�nit�e de points singuliers.

Voici le polynôme Q que nous calculons en rajoutant la variable t :
Q:=x^2*y^2*z^2+2*x^4+4*x^2*y^2+4*x^2*z^2+2*x^2*t^2+2*y^4+4*y^2*z^2+2*y^2*t^2+2*z^4
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+2*z^2*t^2+t^4-2*x*y*z-2/eps^2*x^2-2*x^2-2*y^2-2/eps^2*y^2-2/eps^2*z^2-2*z^2-

2/eps^2*t^2+2+1/eps^4

Remarquons que l'hypersurface d�e�nie parQ contient elle aussi une in�nit�e de singularit�es.

Ainsi, la d�eformation in�nit�esimale par � est in�evitable.

Nous obtenons alors le polynôme Q1 :
Q1:=zeta*x^14+zeta*y^13+zeta*z^13+zeta*t^9+x^2*y^2*z^2-zeta*x^2*y^2*z^2-2*zeta*x^4+

2*x^4+4*x^2*y^2-4*zeta*x^2*y^2+4*x^2*z^2-4*zeta*x^2*z^2-2*zeta*x^2*t^2+2*x^2*t^2+

2*y^4-2*zeta*y^4-4*zeta*y^2*z^2+4*y^2*z^2+2*y^2*t^2-2*zeta*y^2*t^2-2*zeta*z^4+

2*z^4+2*z^2*t^2-2*zeta*z^2*t^2-zeta*t^4+t^4-2*x*y*z+2*zeta*x*y*z-2*x^2+

2*zeta/eps^2*x^2+2*zeta*x^2-2/eps^2*x^2-2/eps^2*y^2-2*y^2+2*zeta/eps^2*y^2+

2*zeta*y^2+2*zeta/eps^2*z^2-2/eps^2*z^2+2*zeta*z^2-2*z^2+2*zeta/eps^2*t^2-

2/eps^2*t^2-56*zeta/eps-4005*zeta/eps^4-12012*zeta/eps^6-13728*zeta/eps^7-

12012*zeta/eps^8-8008*zeta/eps^9-4004*zeta/eps^10-1456*zeta/eps^11-364*zeta/eps^12-

56*zeta/eps^13-4*zeta/eps^14+2-364*zeta/eps^2-1456*zeta/eps^3-8008*zeta/eps^5+

1/eps^4-6*zeta

Apr�es ces manipulations, nous obtenons directement une base de Gr�obner pour l'ordre du
degr�e lexicographique avec x > y > z > t. On la note G et nous l'aÆchons ci-dessous :
[zeta*x^14+zeta*y^13+zeta*z^13+zeta*t^9+x^2*y^2*z^2-zeta*x^2*y^2*z^2-2*zeta*x^4+

2*x^4+4*x^2*y^2-4*zeta*x^2*y^2+4*x^2*z^2-4*zeta*x^2*z^2-2*zeta*x^2*t^2+2*x^2*t^2+

2*y^4-2*zeta*y^4-4*zeta*y^2*z^2+4*y^2*z^2+2*y^2*t^2-2*zeta*y^2*t^2-2*zeta*z^4+

2*z^4+2*z^2*t^2-2*zeta*z^2*t^2-zeta*t^4+t^4-2*x*y*z+2*zeta*x*y*z-2*x^2+

2*zeta/eps^2*x^2+2*zeta*x^2-2/eps^2*x^2-2/eps^2*y^2-2*y^2+2*zeta/eps^2*y^2+

2*zeta*y^2+2*zeta/eps^2*z^2-2/eps^2*z^2+2*zeta*z^2-2*z^2+2*zeta/eps^2*t^2-

2/eps^2*t^2-56*zeta/eps-4005*zeta/eps^4-12012*zeta/eps^6-13728*zeta/eps^7-

12012*zeta/eps^8-8008*zeta/eps^9-4004*zeta/eps^10-1456*zeta/eps^11-

364*zeta/eps^12-56*zeta/eps^13-4*zeta/eps^14+2-364*zeta/eps^2-1456*zeta/eps^3-

8008*zeta/eps^5+1/eps^4-6*zeta,

13*zeta*y^12+2*x^2*y*z^2-2*zeta*x^2*y*z^2+8*x^2*y-8*zeta*x^2*y+8*y^3-8*zeta*y^3+

8*y*z^2-8*zeta*y*z^2+4*y*t^2-4*zeta*y*t^2-2*x*z+2*zeta*x*z-4/eps^2*y+4*zeta*y+

4*zeta/eps^2*y-4*y,

13*zeta*z^12+2*x^2*y^2*z-2*zeta*x^2*y^2*z+8*x^2*z-8*zeta*x^2*z+8*y^2*z-

8*zeta*y^2*z+8*z^3-8*zeta*z^3+4*z*t^2-4*zeta*z*t^2-2*x*y+2*zeta*x*y-4/eps^2*z+

4*zeta*z+4*zeta/eps^2*z-4*z,

9*zeta*t^8+4*x^2*t-4*zeta*x^2*t+4*y^2*t-4*zeta*y^2*t-4*zeta*z^2*t+4*z^2*t-4*zeta*t^3+

4*t^3-4/eps^2*t+4*zeta/eps^2*t]

En observant le degr�e des monômes dominants, on trouve que le degr�e de l'id�eal d�e�ni par

cette base de Gr�obner est 16128. Nous devons alors en calculer une Repr�esentation Uni-

vari�ee Rationnelle. Il est �evident que même sur les entiers, un tel calcul est trop coûteux.

Dans le cas pr�esent, nous devons e�ectuer ces calculs dans Qh";�i, ce qui complique le

probl�eme. Il n'est donc pas �etonnant de constater que ce calcul ne passe pas. En posant

l'hypoth�ese que pour une entr�ee de taille plus importante, le temps de calcul est plus im-

portant, il apparait clairement que cet algorithme ne pourra pas donner de bons r�esultats

en pratique. Analysons les �etapes bloquantes :

{ sur l'exemple ci-dessus, le degr�e de l'id�eal z�ero-dimensionnel est un facteur bloquant.

Soit d un entier qui borne le degr�e des polynômes du syst�eme d'entr�ee. Les degr�es

des polynômes P et Q calcul�es par l'algorithme sont alors born�es par 2d. En bornant
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d1 par d, on trouve que le degr�e de Q1 est born�e par 2d(2d+1). Comme on a rajout�e

une variable, on trouve que le degr�e du syst�eme z�ero-dimensionnel produit est alors

born�e par 6(4d)n, ce qui donne sur notre exemple simple 20736. On constate que

l'�el�evation au carr�e du pas 1 de l'algorithme ainsi que la d�eformation du pas 3

sont responsables de la taille de ces syst�emes z�ero-dimensionnels. Il est clair que

la d�eformation du pas 3 de l'algorithme engendre une croissance de degr�e pour se

ramener sans calcul �a une base de Gr�obner.

{ Remarquons que même si on ne consid�ere en entr�ee que des hypersurfaces, cette

croissance de degr�es intervient : le pas 2 de l'algorithme en est responsable. Or,

cette d�eformation est rendue n�ecessaire par l'usage de la fonction de projection sur

un axe : on doit se ramener au cas d'une hypersurface compacte pour qu'elle atteigne

ses valeurs critiques sur chacune des composantes semi-alg�ebriquement connexes.

{ Supposons que les m�ethodes de r�esolution des syst�emes z�ero-dimensionnels per-

mettent de r�esoudre des probl�emes dont la taille est de l'ordre de ce que nous avons

obtenu. Notons qu'au pas 2 nous n'avons introduit qu'un seul in�nit�esimal. En re-

vanche, il est clair que l'hypersurface obtenue contient une in�nit�e de singularit�es.

Ceci implique { en partie { l'introduction de l'in�nit�esimal dans le pas 3 de l'algo-

rithme. Nous devrions alors travailler sur une arithm�etique �a deux in�nit�esimaux,

dont les op�erations �el�ementaires sont bien plus coûteuses que sur les entiers.

On peut retenir de ces trois points que la mise en �uvre algorithmique des m�ethodes de

points critiques n'est pas encore suÆsamment aboutie pour en esp�erer des implantations

eÆcaces. Le probl�eme r�eside essentiellement dans les manipulations e�ectu�ees pour passer

du cas g�en�eral de vari�et�es alg�ebriques r�eelles d�e�nies par un syst�eme d'�equations quel-

conque au cas tr�es particulier d'une hypersurface r�eelle lisse et compacte. Cette d�emarche

se retrouve d'ailleurs dans la plupart des algorithmes propos�es dans le cadre de la m�ethode

des points critiques.

6.4 Conclusions

Pour obtenir une bonne complexit�e th�eorique, il a fallu e�ectuer une d�eformation

in�nit�esimale qui permette d'�eviter un calcul de base de Gr�obner, mais qui provoque une

croissance des donn�ees interm�ediaires apparaissant en cours de calcul (notamment le degr�e

de l'id�eal z�ero-dimensionnel �etudi�e) qui empêche l'obtention d'une implantation eÆcace.
�A cette diÆcult�e vient s'ajouter celle d'e�ectuer des calculs avec in�nit�esimaux.

Il est bien connu (nous rappelons ce r�esultat dans le chapitre suivant) que si P d�e�nit

une hypersurface contenant une in�nit�e de points singuliers, l'hypersurface d�e�nie par

P � � = 0 o�u � est un in�nit�esimal ne contient pas de points singuliers. Si on s'autorise

un calcul de base de Gr�obner, on peut remplacer la deuxi�eme d�eformation in�nit�esimale

de l'algorithme CPM par celle mentionn�ee ci-dessus. On obtient aussi une hypersurface

lisse dont le lieu r�eel est compact. Il nous faut alors calculer les points critiques de la

fonction de projection sur un axe de coordonn�ee. On obtient un id�eal de degr�e 392 sur

l'exemple que nous avons consid�er�e dans le chapitre pr�ec�edent. Comparativement �a l'id�eal

que nous devions �etudier et qui �etait de degr�e 16128, le progr�es est remarquable. Notons
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que la m�ethode est prometteuse : nous nous trouvons dans les hypoth�eses d'application

des r�esultats de [9, 10]. Dans un cadre d'�evaluation, nous obtenons donc une complexit�e

simplement exponentielle pour la phase de r�esolution du syst�eme z�ero-dimensionnel. Il

reste n�eanmoins la phase de calcul des limites des racines born�ees du syst�eme lorsque les

deux in�nit�esimaux tendent vers 0 et une phase de comptage et d'isolation des racines

r�eelles d'un polynôme univari�e. A notre connaissance, ces probl�emes ne sont pas trait�es

dans ce cadre.

Finalement, on peut r�eduire le degr�e du syst�eme z�ero-dimensionnel en consid�erant une

d�eformation in�nit�esimale bien connue mais qui implique un calcul de bases de Gr�obner.

En revanche, nous devons syst�ematiquement introduire deux in�nit�esimaux. Le premier

permet de se ramener au cas compact mais a introduit des singularit�es. On ne peut donc

pas �eviter la seconde d�eformation in�nit�esimale que nous pr�econisons ci-dessus.

Une premi�ere approche du probl�eme consiste �a revenir aux sources de la m�ethode des

points critiques et ne d�eformer l'hypersurface qu'une seule fois et uniquement lorsque

c'est n�ecessaire tout en gardant un bon contrôle sur la taille des donn�ees interm�ediaires.
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Deuxi�eme partie

Nouveaux Algorithmes
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Chapitre 1

Le cas des hypersurfaces

R�esum�e

En collaboration avec F. Rouillier et M.-F. Roy, nous utilisons la m�ethode des
points critiques avec la fonction distance. Un nouvel algorithme qui donne au moins
un point par composante connexe sur une hypersurface r�eelle quelconque est ob-
tenu. Il introduit un seul in�nit�esimal uniquement dans les cas o�u l'hypersurface
contient une in�nit�e de singularit�es. On ram�ene alors l'�etude �a des syst�emes z�ero-
dimensionnels �a coeÆcients dans K(") dont on doit calculer les limites des racines
born�ees lorsque " tend vers 0. En tirant pro�t des propri�et�es de ces syst�emes, nous
donnons des outils permettant de calculer eÆcacement des bases de Gr�obner et un
�el�ement s�eparant pour ces syst�emes ainsi qu'une Repr�esentation Univari�ee Ration-
nelle (en collaboration avec E. Schost). Puis, nous donnons un nouvel algorithme
pour calculer les limites des racines born�ees des syst�emes obtenus.
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Introduction

Dans le but de n'introduire qu'un seul in�nit�esimal et uniquement lorsque c'est n�ecessaire,

nous reprenons une id�ee classique [89] (voir aussi [56, 80]) et qui consiste �a appliquer la

m�ethode des points critiques avec la fonction distance (au lieu de la fonction de projection

sur un axe [55, 12, 13, 9, 10, 11]) qui atteint ses minima sur toute composante connexe

d'une vari�et�e alg�ebrique r�eelle. Ainsi, dans les cas o�u l'hypersurface �etudi�ee est lisse { ce

qui est facilement v�eri�able { on peut esp�erer pouvoir utiliser la fonction distance pour

en donner au moins un point par composante connexe sans faire la moindre d�eformation

in�nit�esimale. Reprenons l'exemple du chapitre pr�ec�edent illustrant notre �etude :(
x2 + y2 + z2 � 1 = 0

xyz � 1 = 0

En faisant la somme des carr�es des polynômes du syst�eme, nous obtenons l'hypersurface
H contenant une in�nit�e de singularit�es et d�e�nie par le polynôme :
P:=x^2*y^2*z^2+x^4+2*x^2*y^2+2*x^2*z^2+y^4+2*y^2*z^2+z^4-2*x*y*z-2*x^2-2*y^2-2*z^2+2

L'hypersurface de Cn d�e�nie par P � " = 0 est lisse. Choisissons le point A = (1;0;0)

et �etudions le syst�eme d'�equations polynomiales :

P � " = 0;
�!

gradM (P )==
�!

AM

qui d�e�nit un ensemble alg�ebrique contenant les points critiques de la fonction distance

au point A restreinte �a H. Cet ensemble alg�ebrique est un ensemble �ni de points. Le

degr�e de l'id�eal engendr�e par ce syst�eme d'�equations est 216, ce qui est encore inf�erieur �a

celui �etudi�e en utilisant la fonction de projection un axe (voir les conclusions du chapitre

pr�ec�edent), alors que nous n'avons introduit qu'un seul in�nit�esimal. Bien �evidemment,

le degr�e de cet id�eal d�epend du choix du point A, mais il est raisonnable d'estimer que les

variations de degr�e en fonction du choix du point A ne devraient pas être sensibles. Pour

valider notre d�emarche, nous devons r�epondre aux questions suivantes :

{ Etant donn�ee une hypersurface lisse d�e�nie par P = 0, peut-on toujours trouver un

point A tel que le syst�eme d'�equations

P = 0;
�!

grad
M
(P )==

�!

AM

soit z�ero-dimensionnel?

{ Dans le cas d'une hypersurface H d�e�nie par P = 0 contenant une in�nit�e de

singularit�es, comment obtenir au moins un point par composante connexe sur H �a

partir des points critiques de la fonction distance restreinte �a l'hypersurface d�e�nie

par P � " = 0?

Dans ce chapitre, nous d�ecrivons un travail e�ectu�e en collaboration avec F. Rouillier

et M.-F. Roy [84] et qui r�epond �a ces questions. Dans la premi�ere section, on montre que

dans le cas d'une hypersurface ne contenant au plus qu'un nombre �ni de points singuliers,

on peut choisir un point A 2 Kn tel que l'ensemble alg�ebrique d�e�ni par :

P (M) = 0;
�!

grad
M
(P )==

�!

AM
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(o�u P est un polynôme) rencontre chaque composante semi-alg�ebriquement connexe de

l'hypersurface r�eelle et est z�ero-dimensionnel. Dans un deuxi�eme temps, nous montrons

que lorsque l'hypersurface contient une in�nit�e de points singuliers, on peut se ramener

au cas pr�ec�edent en �etudiant l'hypersurface d�e�nie par P �" = 0 o�u " est un in�nit�esimal.

Ainsi, dans les cas o�u l'hypersurface contient une in�nit�e de points singuliers, son

�etude est ramen�ee �a celle d'un syst�eme z�ero-dimensionnel �a coeÆcients dans K("). La

deuxi�eme section de ce chapitre montre comment calculer une base de Gr�obner �a coeÆ-

cients in�nit�esimaux et trouver un �el�ement s�eparant pour de tels syst�emes en n'e�ectuant

des calculs que sur le corps des rationnels.

Nous avons compl�et�e ce travail dans deux directions. En e�et, le calcul de Repr�esenta-

tions Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients in�nit�esimaux, tout comme les algorithmes

calculant les limites des solutions born�ees d�ecrites par ces Repr�esentations Univari�ees

Rationnelles (voir chapitre 6 de la partie I) se sont r�ev�el�ees trop peu eÆcaces en pratique

pour pouvoir r�esoudre des exemples signi�catifs.

La troisi�eme section de ce chapitre d�ecrit un travail plus r�ecent, e�ectu�e en collabo-

ration avec E. Schost, dont le but �etait le calcul eÆcace de Repr�esentations Univari�ees

Rationnelles �a coeÆcients in�nit�esimaux. Pour cela, nous remarquons que les syst�emes

polynomiaux z�ero-dimensionnels �a coeÆcients in�nit�esimaux peuvent être vus comme des

syst�emes �a un seul param�etre. Les m�ethodes bas�ees sur des techniques d'�evaluation et de

remont�ee de Hensel [47] peuvent alors être avantageuses. Nous avons donc adapt�e un algo-

rithme probabiliste de E. Schost (voir [88]) pour calculer ces Repr�esentations Univari�ees

Rationnelles �a coeÆcients in�nit�esimaux.

Dans la quatri�eme section de ce chapitre, nous d�ecrivons un nouvel algorithme calcu-

lant les racines born�ees des solutions d�ecrites par la Repr�esentation Univari�ee Rationnelle

pr�ec�edemment calcul�ee. Pour cela, nous calculons des d�eveloppements en s�eries de Puiseux

a�n de v�eri�er que l'�el�ement s�eparant choisi est un �el�ement bien s�eparant. Comparative-

ment �a l'algorithme expos�e dans le chapitre 6 de la partie I, cet algorithme permet d'�eviter

le calcul syst�ematique des polynômes caract�eristiques de la multiplication par chacune des

variables.

La derni�ere section de ce chapitre est consacr�ee �a la validation exp�erimentale de nos

algorithmes. Nous constaterons que cet algorithme apporte des progr�es signi�catifs dans

les cas o�u l'hypersurface contient au plus un nombre �ni de points singuliers. Dans les cas

o�u l'ensemble des singularit�es contient une in�nit�e de points complexes, le bilan n'est pas

positif. L'algorithme propos�e ne permet pas de r�ealiser des progr�es signi�catifs compara-

tivement �a l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique.

1.1 L'algorithme

On note K un corps r�eel clos, R sa clôture r�eelle et C sa clôture alg�ebrique. Soit P

un polynôme irr�eductible dans K[X1; : : : ;Xn], et A = (a1; : : : ;an) un point de Kn tel

que P (A) 6= 0. On donne dans cette section une description d'une vari�et�e alg�ebrique

contenant les points de V (P ) qui sont �a distance minimale du point A. Consid�erons
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l'ensemble alg�ebrique C(V (P );A) d�e�ni par le syst�eme d'�equations polynomiales :

P (M) = 0;
�!

grad
M
(P )==

�!

AM ;

o�u M = (X1; : : : ;Xn). Le fait que le vecteur
�!

grad
M

(P ) et le vecteur
�!

AM sont parall�eles

est exprim�e en imposant aux mineurs d'ordre (2;2) de la matrice dont les colonnes sont

les vecteurs
�!

grad
M
(P ) et

�!

AM de s'annuler. On note �A(P ) la liste de ces mineurs, pour

un point A et un polynôme P donn�e.

Un point M est singulier dans V (P ) si

P (M) = 0;
�!

gradM (P ) =
�!

0 :

Ainsi, l'ensemble des singularit�es de V (P ) est inclus dans C(V (P );A).
Il est clair que toute composante semi-alg�ebriquement connexe de C(V (P );A)

T
Rn est

contenue dans une composante semi-alg�ebriquement connexe de V (P )
T
Rn. Le lemme

suivant nous servira �a prouver la correction des algorithmes que nous proposons.

Lemme 1.1 Toute composante semi-alg�ebriquement connexe de V (P )
T
Rn a une inter-

section non vide avec C(V (P );A)
T
Rn.

Preuve: Soit A un point de Kn, D une composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (P )
T
Rn et M un point de D �a distance minimale du point A. On distingue deux cas :

{ Si M est un point singulier de V (P ), alors le vecteur
�!

grad
M

(P ) est nul et M

appartient �a C(V (P );A).

{ Supposons que M ne soit pas un point singulier de V (P ) (le vecteur
�!

gradM (P )

est donc non nul, et il existe un hyperplan tangent �a D en M normal au vecteur
�!

grad
M

(P )) et notons d la distance de A �a M . Consid�erons maintenant la boule B
de centre A et de rayon d. Puisque M est un point de D �a distance minimale de A,

la boule B et la composante D sont tangentes au point M , elles ont donc le même

hyperplan tangent en M et le vecteur
�!

gradM (P ) est bien parall�ele au vecteur
�!

AM .

Le point M appartient donc�a C(V (P );A).

On distingue alors trois cas :

1. Premier Cas : l'ensemble alg�ebrique C(V (P );A) est constitu�e d'un nombre �ni de

points (remarquons que ceci implique que V (P ) ne contient pas une in�nit�e de points

singuliers);

2. Deuxi�eme Cas : l'ensemble alg�ebrique C(V (P );A) contient une in�nit�e de points
mais V (P ) n'a au plus qu'un nombre �ni de points singuliers. Nous allons alors

montrer que l'on se ram�ene �a l'�etude d'un syst�eme d'�equations polynomiales ne

contenant qu'un nombre �ni de solutions en changeant de point A.
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3. Troisi�eme Cas : la vari�et�e alg�ebrique V (P ) contient une in�nit�e de points singu-

liers. Nous allons alors montrer qu'en op�erant une seule d�eformation in�nit�esimale,

nous pouvons nous ramener �a l'�etude d'un syst�eme d'�equations polynomiales �a co-

eÆcients dans K(") ne contenant qu'un nombre �ni de solutions.

Exemple 1.1 Consid�erons l'hypersurface d�e�nie par l'�equation

x2 + y2 � 1 = 0

{ si on choisit le point A = (1;1), C(V (P );A) est d�e�ni par :(
x2 + y2 � 1 = 0

x� y = 0

Ce syst�eme a deux solutions (
p
2=2;

p
2=2) et (�

p
2=2;�

p
2=2). Nous sommes dans

le premier cas.

{ si on choisit le point A = (0;0), C(V (P );A) est l'hypersurface toute enti�ere, mais

il facile de voir que l'ensemble des points singuliers de cette hypersurface est vide.

Nous sommes dans le second cas.

Consid�erons maintenant l'hypersurface d�e�nie par

x2 � y2z2 + z3 = 0

En choisissant le point A = (1;2;3), C(V (P );A) est d�e�ni par le syst�eme suivant :8>>><>>>:
x2 � y2z2 + z3 = 0

2xy � 4x + 2yz2x� 2yz2 = 0

�2yz3 + 3yz2 + 2y3z � 4y2z + 6z2 = 0

2xz � 6x+ 2y2zx� 2y2z � 3z2x + 3z2 = 0

Si on calcule une base lexicographique de ce syst�eme pour l'ordre x > y > z, on obtient :
[1619623935890321149608*x+539874645296773716536*y^2*z-265525982303538865104*z^17+_

1001369362491175654896*z^16-1640108628378557262920*z^15+2702263611968908749408*z^14+_

3861775965483515018479*z^13-9450020855443654016083*z^12+26680269104102546994076*z^11-_

64314732684096819139011*z^10+59035722236672293308828*z^9-122955597247418466028789*z^8+_

84479544885073219890710*z^7-118800152648749616674113*z^6+73610254509795091801283*z^5-_

78197598716189087112628*z^4+12224007832069545309436*z^3-809811967945160574804*z^2,

1079749290593547433072*y^3*z-2159498581187094866144*y^2*z+1619623935890321149608*y*z^2+_

388877953166856734616*z^17-2397740566245773583420*z^16+7890499280542295357694*z^15-_

21332674545641238916613*z^14+40663369954490144719245*z^13-71089561335448363909184*z^12+_

108592493361350014231477*z^11-127906837049701883884902*z^10+162372795006716365235491*z^9-_

146027326440241785868030*z^8+145598671015416598891205*z^7-104163140703335157603823*z^6+_

78046304238082718642172*z^5-21183387336544914881680*z^4+2220860460588957124576*z^3+_

3239247871780642299216*z^2,

2699373226483868582680*y^2*z^2+1466342051200940576916*z^17-7936215515035933874808*z^16+_

23034252248073900054829*z^15-58694348836315787217053*z^14+95117757963478552455631*z^13-_

158981881519911840211428*z^12+220499650412292504744336*z^11-195846412001349243946948*z^10+_

283076632999658081290700*z^9-132580266442447982910138*z^8+182527406682823266924519*z^7-_

30297838610610994759067*z^6+44467350085494190000345*z^5+108521067877932959822726*z^4-_

23673846380600327986088*z^3,

1079749290593547433072*y*z^3+388877953166856734616*z^17-2397740566245773583420*z^16+_

7890499280542295357694*z^15-21332674545641238916613*z^14+40663369954490144719245*z^13-_

71089561335448363909184*z^12+108592493361350014231477*z^11-127906837049701883884902*z^10+_

162372795006716365235491*z^9-146027326440241785868030*z^8+145598671015416598891205*z^7-_

104163140703335157603823*z^6+78046304238082718642172*z^5-21183387336544914881680*z^4+_

2220860460588957124576*z^3,

36*z^18-228*z^17+769*z^16-2108*z^15+4136*z^14-7323*z^13+11386*z^12-13908*z^11+17600*z^10-_

16778*z^9+16529*z^8-12732*z^7+9480*z^6-3639*z^5+852*z^4-80*z^3]



82 Le cas des hypersurfaces

Ici, C(V (P );A) est une courbe alg�ebrique de dimension 1 et de degr�e 1. Il est facile de

voir que l'ensemble des points singuliers est la courbe d�e�nie par le syst�eme d'�equations :(
z = 0

x = 0

Nous sommes dans le troisi�eme cas.

1.1.1 Premier Cas

Le lemme 1.1 donne imm�ediatement un algorithme permettant de d�ecider si V (P )
T
Rn est

vide et en donne au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe lorsque

la vari�et�e C(V (P );A) est un ensemble �ni de points. On d�e�nit les routines suivantes, dont
nous nous servirons dans l'algorithme ci-dessous :

{ Gr�obner : prend en entr�ee un syst�eme d'�equations polynomiales S et calcule une

base de Gr�obner de hSi.
{ Dim : prend en entr�ee une base de Gr�obner et renvoie la dimension de l'id�eal en-

gendr�e par la base de Gr�obner.

{ RUR : Calcule une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle d'un syst�eme z�ero-dimen-

sionnel �a partir d'une base de Gr�obner.

{ RRCI : compte et isole les racines r�eelles d'un polynôme univari�e.

Nous obtenons l'algorithme HA1 (Hypersurfaces Algorithme 1) ci-dessous.

Algorithme HA1

{ Entr�ee: un polynôme P 2 K[X1; : : : ;Xn] et un point A 2 Kn.

{ Sortie: no answer si C(V (P );A) contient un nombre in�ni de points, dans les cas contraires,

on renvoie false si V (P )
T
Rn est vide, ou true et au moins un point par composante semi-

alg�ebriquement connexe si V (P )
T
Rn n'est pas vide.

1. G := Grobner([P;@P=@X1; : : : ;@P=@Xn]),

2. Si Dim(G) > 0, alors retourner no answer.

3. Sinon calculer (fu(T );g0(T );g1(T ); : : : ;gn(T )) := RUR(G).

4. Utiliser RRCI sur fu(T ). Si il a au moins une racine r�eelle renvoyer true et RUR(G), sinon
renvoyer false.

1.1.2 Deuxi�eme Cas

On note G le syst�eme d'�equations polynomiales

P (M) = 0;
�!

grad
M
(P ) =

�!

0 :

La vari�et�e alg�ebrique V (G) est donc l'ensemble des points singuliers de V (P ). Dans cette
section, on suppose que V (G) est un ensemble �ni de points et que la vari�et�e C(V (P );A)
contient une in�nit�e de points.

D�e�nition 1.1 On dit que A = (a1; : : : ;an) 2 Cn est un bon centre pour P si C(V (P );A)
est �ni.
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Dans cette section, nous allons prouver que l'ensemble des points A 2 Cn qui ne sont pas

de bons centres pour P est contenu dans un sous-ensemble alg�ebrique strict de Cn. En

cons�equence, l'ensemble des points de Kn qui ne sont pas de bons centres pour P est un

sous-ensemble alg�ebrique strict de Kn. Soit

Q1 = �
@P

@X1

�X1;

...

Qn = �
@P

@Xn

�Xn:

et consid�erons l'ensemble de points C 0(A) d�e�ni par le syst�eme d'�equations polynomiales :

P = 0;

Q1 + a1 = 0;
...

Qn + an = 0

Il est �evident que C(V (P );A) = V (G) [ �(C 0(A)) o�u � est la projection de (x1; : : : ;xn;�)

sur (x1; : : : ;xn).

Lemme 1.2 Soit P un polynôme de K[X1; : : : ;Xn] et

H = f(M;�) 2 Cn+1 j P (M) = 0;
�!

grad
M
(P ) 6=

�!

0 g:

A = fA = (a1; : : : ;an) 2 Cn j
H \ V (Q1 + a1; : : : ;Qn + an;Jac(P;Q1 + a1; : : : ;Qn + an)) 6= ;g

est contenu dans un sous-ensemble alg�ebrique strict de Cn.

Preuve: Soit F l'application deH sur Cn qui �a (M;�) associeQ1(M;�); : : : ;Qn(M;�): Les

valeurs critiques de F sont les points A = (a1; : : : ;an) de C
n tels que V (Q1+ a1; : : : ;Qn+

an;Jac(P;Q1 + a1; : : : ;Qn + an)) 6= ;. D'apr�es le th�eor�eme de Sard alg�ebrique sur C [73]

on en d�eduit que A est un ensemble constructible de dimension strictement inf�erieure �a

n dans Cn.

On en d�eduit alors le corollaire suivant :

Corollaire 1.1 Un point A =2 A est un bon centre pour P . De plus, C 0(A) est un ensemble

�ni de points simples.

Preuve: Soit A = (a1; : : : ;an) =2 A. Puisque le rang de la matrice jacobienne est maximal

en les solutions du syst�eme d'�equations polynomiales C 0(A), ces solutions sont isol�ees et
non singuli�eres. Ainsi, C 0(A) est un ensemble �ni de points simples.
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Ainsi, si le point A est choisi en dehors d'un ensemble alg�ebrique, il est un bon centre

pour P . Il faut maintenant montrer que par un proc�ed�e algorithmique on peut trouver un

tel point A sans calculer l'ensemble A.

Lemme 1.3 Soit g un polynôme non identiquement nul dans R[X1; : : : ;Xn] de degr�e d.

On peut alors choisir un point A dans f0; : : : ;dgn tel que g(A) 6= 0.

Preuve : On raisonne par r�ecurrence sur n. Le r�esultat est �evident pour n = 1. Suppo-

sons qu'il soit vrai pour n� 1 et soit g un polynôme dans R[X1; : : : ;Xn]. On peut choisir

(a1; : : : ;an�1) 2 Kn�1 tel que le coeÆcient dominant de g (o�u g est vu comme un po-

lynôme univari�e �a coeÆcients dans R[X1; : : : ;Xn�1]) ne s'annule pas. Quand on sp�ecialise

X1; : : : ;Xn�1 en a1; : : : ;an�1 dans g, on obtient un polynôme univari�e de degr�e d.

Ainsi, on peut choisir successivement des valeurs de A = (a1; : : : ;an) dans une bô�te

f0; : : : ;dgn et garantir que si d est suÆsamment grand, pour l'un de ces choix l'ensemble

C 0(A) est un ensemble �ni de points simples. Puisque nous n'avons pas de borne pr�ecise

sur le degr�e de l'ensemble alg�ebrique d�e�nissant A, il nous faut choisir successivement un

point dans f0; : : : ;dgn jusqu'�a ce que nous trouvions un bon centre pour P . Si tous les

points de cette boite ont �et�e test�es sans que l'on puisse trouver un bon centre, on agrandit

la boite.

La proc�edure CC (Changement de Centre) ci-dessous trouve un bon centre pour P .

Algorithme CC

{ Entr�ee: Un polynôme P 2 K[X1; : : : ;Xn] tel que V (G) est un ensemble �ni de points.

{ Sortie: Un point A tel que C(V (P );A) est un ensemble �ni de points, et une base de Gr�obner G
de h[P;�A(P )]i

1. Choisir un point A dans f0; : : : ;dgn n f0; : : : ;d� 1gn.
2. G := Grobner([P;�A(P )]).

3. Si Dim(G) = 0, alors retourner A et G.

4. Si tous les points de f0; : : : ;dgn ont �et�e test�es, faire d := d+ 1.

5. retourner �a 1.

Nous sommes maintenant en mesure de d�ecrire l'algorithmeHA2 (Hypersurfaces Algori-

thme 2) qui d�ecide du vide de V (P )
T
Rn (et retourne au moins un point par compo-

sante semi-alg�ebriquement connexe si V (P )
T
Rn est non vide) dans les cas o�u l'ensemble

alg�ebrique V (G) est un nombre �ni de points.
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Algorithme HA2

{ Entr�ee: un polynôme P 2 K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie: no answer si V (G) contient une in�nit�e de points, false si V (P )TRn est vide, true et au

point un point par composante semi-alg�ebriquement connexe si V (P )
T
Rn n'est pas vide.

1. eG := Grobner([P;@P=@X1; : : : ;@P=@Xn]),

2. Si Dim( eG) > 0, alors retourner no answer.

3. [A;G] := CC(P ),

4. Utiliser RRCI sur le premier polynôme de RUR(G). Si il a au moins une racine r�eelle renvoyer

true et RUR(G), sinon renvoyer false.

Notons qu'un point A choisi au hasard est en g�en�eral un bon centre pour P .

1.1.3 Troisi�eme Cas

Il nous faut maintenant traiter le cas o�u V (P ) contient une in�nit�e de singularit�es. Une

id�ee classique pour traiter ce cas est de proc�eder �a une d�eformation in�nit�esimale sur

V (P ) a�n de se ramener au cas d'une vari�et�e lisse.

Si S" � K["][X1; : : : ;Xn] est un syst�eme d'�equations polynomiales z�ero-dimensionnel, on

note Vb(S") � Ch"in (resp. VR;b(S") � Rh"in) l'ensemble des solutions born�ees de S", �a
coordonn�ees dans Vn

"
(resp. V n

"
).

Remarque 1.1 On peut faire les deux remarques suivantes :

1. lim0(Vb(S")) = lim0(Vb(S�")), o�u S�" un syst�eme d'�equations polynomiales obtenu

en substituant �" �a " dans S";

2. lim0(VR;b(S") [ VR;b(S�")) � lim0(V (S")) \ Rn.

Le r�esultat suivant montre comment on se ram�ene au cas d'une hypersurface lisse :

Lemme 1.4 Les ensembles alg�ebriques d�e�nis par P � " = 0 (resp. P + " = 0) dans Cn

sont des hypersurfaces lisses.

Preuve : On note G 0 le syst�eme d'�equations polynomiales
�!

grad
M

(P ) =
�!

0 . La vari�et�e

V (G 0) a un nombre �ni de composantes connexes sur lesquelles le polynôme P est constant.

Soit F la fonction de Cn dans C qui �a M associe P (M). L'ensemble des valeurs critiques

de F est donc l'ensemble des valeurs que prend P sur les composantes connexes de G 0 et
est donc �ni. Donc l'ensemble des valeurs de t tel que le syst�eme d'�equations polynomiales

P � t = 0;
�!

gradM (P ) =
�!

0

d�e�nit l'ensemble vide contient un ouvert de R, est constructible pour la topologie de

Zariski et est non vide, il contient donc un in�nit�esimal ".
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Il nous faut maintenant montrer quelles sont les relations entre les solutions de P = 0 et

les solutions de P � " = 0 et P + " = 0.

Lemme 1.5

lim0(VR;b(P � ") [ VR;b(P + ")) = lim0(Vb(P � ")) \ Rn =

= fM 2 Rn j P (M) = 0g:

Preuve :

{ SoitM 2 Rn un point de V (P )
T
Rn. Dans toutes les boules de centreM il existe un

point N n'annulant pas le polynôme P . D'apr�es le lemme de s�election des courbes,

il est possible de trouver un chemin semi-alg�ebriquement continu � de [0;1] dans

Rn tel que �(0) = M . On a bien sur P 2(�(x)) > 0 pour x 2]0;1]. On note �"
l'extension de � dans Rh"i. D'apr�es le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires, il existe

y tel que P (�"(y))
2 = "2 . Puisque lim0(P (�"(y))) = P (�(lim0(y))) = 0, lim0(y) = 0

et lim0(�"(y)) =M . Il est alors �evident que �"(y) est born�e sur R.

{ Soit N 2 Ch"in un point born�e tel que P (N)� " = 0. On note M = lim0(N). Alors,

par continuit�e, on a P (M) = 0.

Maintenant que nous avons la correspondance entre les solutions de P = 0 et la r�eunion

des solutions born�ees de P � " = 0 et celles de P + " = 0, il nous faut montrer qu'en

calculant les points critiques de la fonction distance �a un point A de V (P � ") et de

V (P +") on va bien retrouver au moins un point par composante connexe sur V (P )
T
Rn.

Soit C"(V (P � ");A) l'ensemble alg�ebrique d�e�ni par le syst�eme d'�equations polynomiales

P = ";
�!

grad
M
(P )==

�!

AM :

et I";A = h[P � ";�A(P � ")]i.

Lemme 1.6 lim0(Vb([P�";�A(P�")]))\Rn intersecte chaque composante semi-alg�ebri-

quement connexe de V (P )
T
Rn.

Preuve : Soit A un point de Kn, D une composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (P )
T
Rn et M l'ensemble des points de D �a distance minimale de A. Soit r > 0 un

rationnel suÆsament petit tel que l'ensemble semi-alg�ebrique ferm�e born�e

T = fx 2 Rn j 9y 2 M dist(x;M) � rg

n'intersecte pas (V (P ) n D)
T
Rn. D'apr�es le lemme 1.5, il existe N 2 VR;b(P

2 � "2) tel

que lim0(N) 2 M. On note

T 0 = fx 2 Rn j 9y 2 M dist(x;M) = rg:

Remarquons que les points de VR;b(P
2 � "2) \ T 0 sont in�niment proches des points de

V (P )
T
(T 0 \ Rn) qui ne sont pas �a distance minimale du point A. Aussi, la distance

minimale au point A de V (P 2� "2)
T
(T \Rn) n'est pas obtenue sur T 0. Ainsi,la distance

minimale est obtenue en un point born�e N qui est un point critique de la fonction distance

�a A restreinte �a V (P 2 � "2)
T
Rn. Il est alors clair que lim0(N) 2 M.
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D'apr�es les r�esultats pr�ec�edents, si on peut :

{ trouver un point A tel que C"(V (P � ");A) soit un ensemble �ni de points;

{ calculer les limites des solutions born�ees d'un syst�eme d'�equations polynomiales �a

coeÆcients dans K(");

on sait d�ecider du vide de V (P )
T
Rn et donner au moins un point par composante semi-

alg�ebriquement connexe sur cette vari�et�e r�eelle lorsqu'elle n'est pas vide. Or, en appliquant

le principe de transfert [20] aux r�esultats de la section pr�ec�edente, on montre qu'on peut

trouver A 2 Kn tel que C"(V (P � ");A) est un ensemble �ni de points.

On note LRB une routine qui :

{ prend en entr�ee un syst�eme d'�equations polynomiales S" de K["][X1; : : : ;Xn] de

dimension nulle et une base de Gr�obner G" de I" = hS"i pour un ordre quelconque

sur les monômes.

{ renvoie une liste de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients dans K

codant les limites des solutions born�ees de S".

Dans le chapitre 6 de la partie I, nous d�ecrivons un algorithme dont les sp�eci�cations sont

identiques �a cette routine. Nous obtenons l'algorithme HA3 (Hypersurfaces Algorithme

3) ci-dessous :

Algorithme HA3

{ Entr�ee: un polynôme P 2 K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie: false si V (P )
T
Rn est vide, true et au moins un point par composante semi-

alg�ebriquement connexe de V (P )
T
Rn est non vide.

1. eG := Grobner(G), si Dim eG > 0, aller �a 3.

2. [A;G] := CC(P ) et rur := RUR(G). Si RRCI trouve au moins une racine r�eelle au premier

premier polynôme de rur, alors renvoyer true et la RUR calcul�ee, sinon renvoyer false.

3. [A;G"] := CC(P � ")

4. list := LRB(G"). Pour chaque Repr�esentation Univari�ee Rationnelle de list utiliser RRCI pour

compter et isoler les racines r�eelles du premier polynôme. Si il en existe, mettre la RUR corres-

pondante dans result. Si result 6= [] renvoyer true et result sinon renvoyer false.

1.2 Optimisations

Nous avons d�ecrit dans les sections pr�ec�edentes un algorithme permettant de donner au

moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe d'une hypersurface r�eelle.

Cet algorithme n'op�ere qu'une seule d�eformation in�nit�esimale dans les cas o�u l'hyper-

surface contient une in�nit�e de points singuliers.

Rappelons que :

{ le calcul eÆcace des bases de Gr�obner repose en partie sur un pr�e-calcul e�ectu�e sur

une arithm�etique modulaire (voir [36]);

{ le calcul eÆcace de la Repr�esentation Univari�ee Rationnelle repose en partie sur une

pr�ediction modulaire de l'�el�ement s�eparant.
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Nous donnons ci-dessous des m�ethodes qui permettent de :

{ calculer une base de Gr�obner dans K(");

{ pr�edire un �el�ement s�eparant d'un syst�eme d'�equations polynomiales �a coeÆcients

dans K(") en utilisant une arithm�etique modulaire [81];

en n'e�ectuant les calculs que sur K.

1.2.1 Calculer une base de Gr�obner dans K(")[X1; : : : ;Xn]

D�e�nition 1.2 Une E-sp�ecialisation � est un homomorphisme

� : R[E] �! R;

d�e�ni par l'image e de E par �.

Consid�erons un ordre par blocs �eliminant les variablesX1; : : : ;Xn (i.e. E est plus petite que

toutes les variables Xi), et la restriction de cet ordre �a X1; : : : ;Xn, on note lmX1;:::;Xn(P )

le monôme dominant de P pour cet ordre et ltX1;:::;Xn
(P ) le terme dominant.

D�e�nition 1.3 Pour tout P dans R[E;X1; : : : ;Xn], on d�e�nit

P = lc(P )XA +Q

avec lc(P ) 2 R[E] et lmX1;:::;Xn(Q) < lmX1;:::;Xn(P ) = XA. Alors, si e 2 R n'est pas une

racine de lc(P ), en notant c = lc(P (e)),

lmX1;:::;Xn(Pe) = XA

lt(Pe) = cXA:

Etant donn�e un syst�eme d'�equations polynomiales S" dans K["][X1; : : : ;Xn], on note L
les polynômes en la variable E qui sont les coeÆcients des monômes dominants de la base

de Gr�obner de IE = hSEi pour un ordre �eliminant X1; : : : ;Xn.

Lemme 1.7 [42] Soit � la E-sp�ecialisation qui associe e �a E, et G une base de Gr�obner

(pour un ordre d'�elimination de X1; : : : ;Xn) de IE. Si e n'est pas une racine d'un polynôme

dans L, alors �(G) est une base de Gr�obner de �(IE).

Algorithme "-Gr�obner

{ Entr�ee: un syst�eme d'�equations polynomiales dans K["][X1; : : : ;Xn].

{ Sortie: une base de Gr�obner non r�eduite dansK(")[X1; : : : ;Xn] de l'id�eal engendr�e par le syst�eme

d'entr�ee.

1. Remplacer le syst�eme d'entr�ee par le syst�eme obtenu en substituant une nouvelle variable E �a ".

2. Calculer une base de Gr�obner du syst�eme obtenu pour un ordre �eliminant X1; : : : ;Xn:

3. Sp�ecialiser la variable E �a " dans la base de Gr�obner obtenue.

On en d�eduit ais�ement une proc�edure "Test-Dim qui teste si un syst�eme d'�equations

polynomiales �a coeÆcients dans K["] est de dimension z�ero.
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1.2.2 Trouver un �el�ement s�eparant et un bon centre

Dans cette section, nous allons montrer comment pr�edire un �el�ement s�eparant pour

un syst�eme d'�equations polynomiales z�ero-dimensionnel et radical �a coeÆcients dans K["]

en utilisant une arithm�etique modulaire. Ceci est un point crucial pour le calcul eÆcace

d'une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle.

Supposons que le syst�eme d'�equations polynomiales S" � K["][X1; : : : ;Xn] soit z�ero-

dimensionnel et I" = hS"i. On note Se (e 2 K) le syst�eme d'�equations polynomiales

obtenu en subsituant e �a " dans S" et notons Ie = hSei.
En utilisant les notations du dernier paragraphe, un �el�ement e deK qui n'est pas racine

d'un polynôme dans L est tel que dim(K[X1; : : : ;Xn]=Ie) = dim(Kh"i[X1; : : : ;Xn]=I"):

Notons E l'ensemble des �el�ements de C qui ne sont pas racines d'un polynôme dans L. Il
est alors �evident que le compl�ementaire de E contient au plus un nombre �ni d'�el�ements

de K.

Lemme 1.8 Les assertions suivantes sont �equivalentes :

{ a) I" est un id�eal radical,

{ b) Il existe e0 2 E \K tel que Ie0 est radical,

{ c) L'ensemble compl�ementaire de E 0 = fe 2 E j Ie est radicalg est �ni.

Preuve:

{ b) implique c):

Il est �evident que E 0 est non vide puisque e0 2 E 0. Soit e un �el�ement de E 0. Puisque
Ie est radical, toutes les solutions de Ie sont des solutions simples. De plus, dans

un voisinage U de e, la dimension du quotient est la même pour tout e0 2 U .

Donc les solutions varient continuement et il existe un voisinage de e dans lequel

toutes les solutions sont simples. On sait donc que l'ensemble E 0 est un ensemble

non vide, ouvert et constructible pour la topologie de Zariski. On sait donc que le

compl�ementaire de E 0 est un ferm�e constructible dans C, donc c'est un ensemble �ni

de points.

{ c) implique a):

Puisque le compl�ementaire de E 0 est �ni, il existe un intervalle ouvert du type (0;�)

(o�u � 2 R) tel que 8e 2 (0;�), e est un �el�ement de E 0. Donc, si on note E 0 l'extension
de E 0 dans Rh"i, " appartient �a E 0.

{ a) implique b):

L'extension de l'ensemble ouvert constructible E 0 = fe 2 E j Ie est radicalg �a Ch"i
contient " et est non vide. Ainsi le compl�ementaire de E 0 est �ni et E 0 \K est non

vide.

Soit e0 2 E \ K, tel que Se0 est z�ero-dimensionnel, et tel que Ie0 est radical . Soit u un

�el�ement s�eparant pour Se0 .

Lemme 1.9 L'id�eal I" est radical et u est un �el�ement pour S".
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Preuve: Puisque les z�eros de Ie0 sont simples, et les z�eros de Ie restent simples et varient

continument pour e 2 E dans un voisinage de e0, si u est un �el�ement s�eparant pour Se0,

alors u reste un �el�ement s�eparant pour Se dans un voisinage de e.

Consid�erons

E 00 = fe 2 E 0 j Ie est radical, u est s�eparant pour Seg:

L'ensemble E 00 est non vide et ouvert pour la topologie euclidienne. Il est constructible

pour la topologie de Zariski car il peut être d�e�ni par une formule du premier ordre. Ainsi,

le compl�ementaire de E 00 (qui est ferm�e et constructible) est un ensemble �ni de points.

Donc, " 2 E 00, et I" est un id�eal radical et u est un �el�ement s�eparant pour S".

Finalement, nous obtenons l'algorithme "-CSE (Check Separant Element) qui trouve un

�el�ement s�eparant pour un syst�eme d'�equations polynomiales �a coeÆcients dans K(") dans

le cas z�ero-dimensionnel et radical.

Algorithme "-CSE

{ Entr�ee : Un syst�eme z�ero-dimensionel S" dans K["][X1; : : : ;Xn], une base de Gr�obner G"

de I" = hS"i, un �el�ement e 2 K tel que Ie est radical et dim(K[X1; : : : ;Xn]=Ie) =

dim(Kh"i[X1; : : : ;Xn]=I"), Ge est une base de Gr�oebner de Ie, et en�n un �el�ement u 2
K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : true si u est un �el�ement s�eparant pour S et false si ce n'est pas le cas.

{ renvoyer CSE(Se).

Un bon couple (A;e) 2 Rn � R pour P est tel que :

{ le syst�eme C"(V (P � ");A) d�e�ni par P � ";
�!

grad
M
(P )==

�!

AM est un ensemble �ni

de points.

{ le syst�eme d'�equations polynomiales Ce(A) d�e�ni par P � e;
�!

gradM (P )==
�!

AM est

un ensemble �ni de points et l'id�eal IA;e = h[P � e;�A(P � e)]i est radical,

{ dim(K[X1; : : : ;Xn]=IA;e) = dim(Kh"i[X1; : : : ;Xn]=IA;") o�u IA;" = h[P � ";�A(P �
")]i.

D'apr�es les r�esultats pr�ec�edents et ceux de la section 2, l'algorithme suivant trouve un

bon couple pour l'hypersurface d�e�nie par P � " = 0.
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Algorithme "-CC

{ Entr�ee: P 2 K[X1; : : : ;Xn] tel que V (G) contient une in�nit�e de points.
{ Sortie: Un bon centre A pour P � ", une base de Gr�obner G" de IA;", un �el�ement e tel que

IA;e est radical, dim(K[X1; : : : ;Xn]=IA;e) = dim(Kh"i[X1; : : : ;Xn]=IA;") et Ge est une base de

Gr�obner de IA;e.
1. Faire d := 1.

2. Pour A 2 f0; : : : ;dgn;e = d et A 2 f0; : : : ;dgn n f0; : : : ;d� 1gn;e 2 f1; : : : ;d� 1g, Tester si Ce(A)
est z�ero-dimensionel et si IA;e est radical.

3. V�eri�er que C"(V (P � ");A) est un ensemble �ni de points.

4. D�es qu'un bon couple (A;e) est d�etect�e, retourner ce couple et la base de Gr�obner de IA;e, Ge.

5. Si aucun bon couple n'a �et�e trouv�e, incr�ementer d de 1, et retourner au pas 2.

6. Retourner A, une base de Gr�obner G" de IA;", et e.

1.3 Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆ-

cients dans K(")

Le calcul de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients in�nit�esimaux pose au

moins deux probl�emes :

{ la pr�ediction de l'�el�ement s�eparant : nous apportons une solution �a ce probl�eme dans

le paragraphe pr�ec�edent,

{ et le calcul de la RUR elle-même : les coeÆcients sont des polynômes en ". Ainsi,

l'arithm�etique utilis�ee est couteuse (comparativement �a une arithm�etique sur les

entiers). Dans [84], nous proposons de faire ce calcul en ((pr�ecision �x�ee)) sur ",

c'est-�a-dire de choisir un entier p et de borner les puissances de " apparaissant en

cours de calcul par p. Si cet entier n'est pas assez grand, une division par z�ero

apparait et on augmente p.

Cette strat�egie s'est av�er�ee diÆcile �a mettre en �uvre.

Notons que :

{ dans le cadre que nous nous sommes �x�e, nous ne travaillons qu'avec des syst�emes

polynomiaux qui engendrent des id�eaux radicaux : en e�et, l'algorithme "-CC ren-

voie un point A et un rationnel e tels que :

{ l'id�eal engendr�e par les �equations P � " = 0;
�!

gradM (P )==
�!

AM est radical et

z�ero-dimensionnel,

{ l'id�eal engendr�e par les �equations P � e = 0;
�!

grad
M
(P )==

�!

AM est radical et

z�ero-dimensionnel,

{ de mani�ere �a garder un bon contrôle des calculs interm�ediaires, on peut esp�erer

pouvoir utiliser des techniques de remont�ee ((�a la Hensel)) puisqu'on n'a qu'une

seule variable �a remonter.

Dans [47], les auteurs s'inspirent des travaux expos�es dans [43, 44, 45, 46] pour pro-

poser un algorithme probabliliste calculant des Repr�esentations Univari�ees Rationnelles

(appel�ees R�esolution G�eom�etriques dans ces travaux) de syst�emes z�ero-dimensionnels dans
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le cas d'id�eaux radicaux. Dans [88], E. Schost propose un algorithme probabiliste pour

calculer des Repr�esentations Univari�ees Rationnelles param�etr�ees. Ces algorithmes uti-

lisent un op�erateur dit ((de Newton)) (plus connu sous le nom de remont�ee de Hensel) dont

on peut trouver une description dans [63] et qui est d�ej�a utilis�e dans [92, 102] pour cal-

culer des bases de Gr�obner lexicographiques. Comme nous d�esirons rester dans un cadre

certi��e, nous avons adapt�e, en collaboration avec E. Schost, ces techniques de calcul �a

notre probl�eme pour calculer des Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients

in�nit�esimaux tout en certi�ant le r�esultat obtenu, dans le cas d'id�eaux z�ero-dimensionnels

radicaux. Tout d'abord, rappelons le principe de base de l'op�erateur de Newton utilis�e.

Soit S" = (p1; : : : ;pn) un syst�eme d'�equations polynomiales dans K(")[X1; : : : ;Xn], z�ero-

dimensionnel et tel que hS"i soit radical. Soit e0 un rationnel tel que :

{ le syst�eme Se0 obtenu en sp�ecialisant " �a e0 dans S" d�e�nisse un ensemble �ni de

points,

{ les id�eaux hSe0i et hS"i ont même degr�e,

{ l'id�eal hSe0i est radical.
On se donne une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle de

Se0 = (p1(e0;X1; : : : ;Xn); : : : ;pn(e0;X1; : : : ;Xn)) :

8>>>><>>>>:
f(T ) = 0

g0(T )X1 = g1(T )
...

g0(T )Xn = gn(T )

Une fois ce calcul e�ectu�e, l'algorithme expos�e se d�eroule en trois �etapes :

{ on calcule un d�eveloppement de Taylor de la RUR �a coeÆcients in�nit�esimaux au

voisinage de "� e0, jusqu'�a un certain ordre,

{ une fois ce d�eveloppement calcul�e, on reconstruit les coeÆcients de la RUR �a coef-

�cients in�nit�esimaux �a l'aide d'approximants de Pad�e,

{ on v�eri�e le r�esultat retourn�e.

Nous exposons ci-dessous, l'op�erateur de Newton (voir [47]) qui va permettre de cal-

culer un d�eveloppement de la RUR �a coeÆcients in�nit�esimaux autour de " � e0. Pour

simpli�er la suite de l'expos�e, on suppose que la variable X1 est s�eparante. Puisque l'id�eal

hSe0i est radical, les solutions s'�ecrivent (en appliquant l'algorithme d'Eculide �etendu �a f

et g0) : 8>>>>>>><>>>>>>>:

f(T ) = 0

X1 = T

X2 = q2(T )
...

Xn = qn(T )

Cette Repr�esentation Univari�ee Rationnelle peut être vue comme une approximation des

solutions en O(" � e0). Pour obtenir une approximation en O((" � e0)
2), on applique
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l'op�erateur de Newton0BB@
Q1(";T )
...

Qn(";T )

1CCA =
�!

v
t

�J�1
("�e0;

�!

v )

0BB@
p1(";

�!

v )
...

pn(";
�!

v )

1CCA
{ o�u J est la matrice jacobienne associ�ee �a la famille de polynômes (p1; : : : ;pn),

{ o�u
�!

v est le vecteur (T;q1(T ); : : : ;qn(T )).

La param�etrisation

f(T ) = 0;

8>><>>:
X1 = Q1(";T )
...

Xn = Qn(";T )

est une solution en O(("� e0)
2). L'expression Q1(";T ) peut aussi être r�e�ecrite sous la forme

Q1(";T ) = T + ("� e0)�(T ) +O(("� e0)
2)

et ainsi

T = X1 � ("� e0)�(X1) +O(("� e0)
2)

En rempla�cant T par le membre de droite dans l'�egalit�e ci-dessus dans f(T ) et les Qj, on

obtient

f(X1)� ("� e0) (f
0(X1)�(X1)modf(X1)) +O(("� e0)

2) = 0

et

Xj = Qj(";X1)� ("� e0)

 
@Qj

@T
�(X1)modf(X1)

!
+O(("� e0)

2) = 0

pour j 2 f1; : : : ;ng qui est une solution approch�ee de Se0 en pr�ecision O(("� e0)
2). On

it�ere ce processus jusqu'�a une certaine pr�ecision ((suÆsante)). Pour plus de d�etail sur cette

m�ethode, nous invitons le lecteur �a consulter [47]. Remarquons que cet op�erateur de New-

ton permet de calculer une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle modulo des puissances

de l'id�eal h"� e0i, c'est-�a-dire �a ("� e0)
p pr�es dans K("� e0) (o�u p est la pr�ecision jusque

laquelle on est all�e).

Consid�erons maintenant q un �el�ement de K(") dont le num�erateur et le d�enominateur

sont de degr�es born�es par �. On doit maintenant reconstruire q �a partir de son d�eveloppe-

ment en s�erie en e0. Ceci peut se faire en utilisant les approximants de Pad�e (algorithme

d'Euclide �etendu) si le d�eveloppement va jusqu'�a la pr�ecision 2� (voir [88, 19, 41]).

Le caract�ere probabiliste intervient �a trois niveaux :

{ lorsque les variables sont sp�ecisalis�ees en de ((mauvaises valeurs)), il arrive que l'id�eal

sp�ecialis�e ne soit pas radical, et/ou que des solutions soient oubli�ees (le degr�e de

l'id�eal sp�ecialis�e est inf�erieur �a celui de l'id�eal de d�epart);

{ dans [88], l'auteur donne une pr�ecision suÆsante p pour que le d�eveloppement cal-

cul�e par l'op�erateur de Newton modulo h" � e0ip d�e�nisse de mani�ere unique une

Repr�esentation Univari�ee Rationnelle du syst�eme de d�epart �a coeÆcients dans K("),

cette borne est bonne dans l'absolu mais pas assez pr�ecise en pratique, un test d'arrêt

probabiliste est donc n�ecesssaire;
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{ les calculs de remont�ee sont faits modulo des puissances d'un entier p le test d'arrêt

est probabiliste. Il nous faut donc v�eri�er que la Repr�esentation Univari�ee Ration-

nelle ainsi calcul�ee d�e�nisse bien les points qui sont solutions du syst�eme de d�epart.

Nous apportons des solutions �a ces deux probl�emes :

{ Par un pr�e-calcul qui consiste �a calculer une base de Gr�obner du syst�eme de d�epart

pour un ordre par bloc o�u " < X1; : : : ;Xn, on est en mesure de d�eterminer si une

sp�ecialisation de " en un rationnel e0 est bonne. Pour cela,

{ on v�eri�e que e0 n'annule aucun coeÆcient de tête de la base de Gr�obner

calcul�ee, on est ainsi sûr de n'oublier aucune solution,

{ on utilise la pr�edicition d'un �el�ement s�eparant et on v�eri�e que l'id�eal sp�ecialis�e

est radical.

On peut alors calculer une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle avec l'algorithme

d�ecrit dans [81] qui sera le point de d�epart de l'�etape de remont�ee.

{ Une fois l'�etape de remont�ee e�ectu�ee, pour v�eri�er que la RUR calcul�ee

8>>>><>>>>:
f(";T ) = 0

g0(";T )X1 = g1(";T )
...

g0(";T )Xn = gn(";T )

d�e�nit bien les solutions du syst�eme de d�epart, on homog�en�eise les polynômes de

d�epart, on remplace la variable d'homog�en�eisation par le polynôme g0(";T ), puis les

variables Xi par les polynômes gi(";T ), le tout modulo f(";T ). Si on obtient 0, le

r�esultat retourn�e est exact (puisqu'on a le bon degr�e en T ), si ce n'est pas le cas, on

reprend l'�etape de remont�ee �a l'�etape o�u nous l'avions laiss�ee.

Consid�erons les routines suivantes :

{ NewtonLifting : qui calcule un d�eveloppement de la Repr�esentation Univari�ee Ra-

tionnelle �a coeÆcients in�nit�esimaux modulo h" � e0ip, en prenant en entr�ee un

syst�eme d'�equations sp�ecialis�e en un rationnel e0 (tel que le syst�eme engendre un

id�eal z�ero-dimensionnel et radical), un �el�ement s�eparant, une RUR de ce syst�eme

associ�e �a cet �el�ement s�eparant et un entier d.

{ Check : qui prend en entr�ee une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle et un syst�eme

d'�equations et retourne false si les points d�e�nis par la RUR ne sont pas solutions

du syst�eme sinon elle retourne true.

Nous obtenons alors l'algorithme d�ecrit ci-dessous :
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Algorithme "-RUR

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K["][X1; : : : ;Xn] ayant un nombre �ni de

solutions et tel que hSi soit radical.
{ Sortie : Une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a coeÆcients dansK(") d�ecrivant les solutions
de S.

1. Calculer une base de Gr�obner G" DRLDRL pour l'ordre " < X1; : : : ;Xn.

2. Choisir e0 un rationnel n'annulant aucun des termes de tête de G" (dont les polynômes sont vus

�a coeÆcients dans K["]).

3. V�eri�er que hSe0 i est z�ero-dimensionnel et radical.
4. si ce n'est pas le cas, faire e0 := e0 + 1 et revenir au pas pr�ec�edent.

5. trouver un �el�ement s�eparant u pour Se0 .

6. Choisir e1 un rationnel di��erent de e0.

7. V�eri�er que hSe1 i est z�ero-dimensionnel et radical et que u est un �el�ement s�eparant pour hSe1i.
8. Si ce n'est pas le cas, faire e1 := e1 + 1 et revenir au pas pr�ec�edent.

9. Calculer une RUR de hSe0i et de hSe1 i pour l'�el�ement s�eparant u. Soit rur0 et rur1 les r�esultats.
10. Faire

{ a) Utiliser NewtonLifting prenant en entr�ee Se0 , rur0, et u et d = 1,

{ b) Reconstruire le r�esultat dans K(").

{ c) Si la reconstruction a �echou�e ou si le r�esultat sp�ecialis�e en e1 est di��erent de rur1,
retourner au pas a) avec d := d+ 1.

{ d) Poser rur le r�esultat obtenu. Si Check(rur, S")=false, alors retourner au pas a).

11. retourner rur.

Remarque 1.2

{ Le test d'arrêt de la phase de remont�ee est particuli�erement important pour l'eÆca-

cit�e des calculs. Notons que l'inversion de matrices est ce qui coûte le plus cher en

terme de temps de calcul dans la phase de remont�ee. Nous avons retenu deux tests

d'arrêt potentiellement eÆcaces :

{ l'op�erateur de Newton est ex�ecut�e jusqu'�a ce que pour deux puissances succes-

sives de p le r�esultat retourn�e est identique,

{ on calcule deux Repr�esentations Univari�ees Rationnelles associ�ees au même

�el�ement s�eparant de l'id�eal sp�ecialis�e en deux bonnes valeurs e0 et e1 di��erentes

et �a chaque ex�ecution de l'op�erateur de Newton, on v�eri�e que le r�esultat re-

tourn�e et sp�ecialis�e en e0 et e1 est �egal aux Repr�esentations Univari�ees Ra-

tionnelles pr�ec�edemment calcul�ees.

Nous avons constat�e qu'en pratique, le second test d'arrêt est meilleur en terme de

temps de calcul.

{ Dans [84], nous proposons de faire le calcul de Repr�esentation Univari�ee Rationnelle

en pr�ecision tronqu�ee. Ce type de strat�egie revient �a calculer un d�eveloppement de

la RUR �a coeÆcients in�nit�esimaux autour de ". Ceci n'est malheureusement pas

conciliable de mani�ere simple avec l'algorithme que nous proposons. En e�et, nous

sommes contraints de calculer un d�eveloppement de cette RUR en un rationnel tel

que lorsqu'on sp�ecialise " en ce rationnel, l'id�eal sp�ecialis�e reste z�ero-dimensionnel,

ce qui n'est pas le cas lorsqu'on sp�ecialise en 0.
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Dans la section 1.6 de ce chapitre, nous proc�edons �a l'analyse exp�erimentale d�etaill�ee de

cet algorithme.

1.4 Limites des racines born�ees des syst�emes z�ero-

dimensionnels �a coeÆcients dans K(")

Dans la section 6.2 du chapitre 6 de la partie I, un algorithme prenant en entr�ee

un syst�eme d'�equations polynomiales �a coeÆcients in�nit�esimaux et retournant une liste

de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles d�ecrivant les limites des racines born�ees du

syst�eme d'entr�ee est d�ecrit (voir aussi [84]). Quelque soient les choix de l'�el�ement s�eparant

qui peuvent être e�ectu�es, cet algorithme calcule les polynômes caract�eristiques des mul-

tiplications par chacune des variables dans l'anneau quotient. L'objectif de ces calculs

est de d�etecter si l'�el�ement s�eparant choisi est un �el�ement bien s�eparant (voir chapitre

pr�ec�edent).

Nous avions implant�e cet algorithme en Maple et constat�e que ces calculs de polynômes

caract�eristiques �etaient particuli�erement coûteux en pratique. Par ailleurs, le cout de ces

calculs est diÆcilement justi�able puisqu'un �el�ement s�eparant ((choisi au hasard)) est un

�el�ement bien s�eparant. Nous avons donc cherch�e un autre algorithme plus eÆcace en

pratique. Nous exposons cet algorithme ci-dessous.

Soit une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a coeÆcients in�nit�esimaux associ�ee �a

un �el�ement s�eparant u d'un syst�eme z�ero-dimensionnel �a coeÆcients dans K["] et engen-

drant un id�eal radical : 8>>>><>>>>:
f(";T ) = 0

g0(";T )X1 � g1(";T ) = 0
...

g0(";T )Xn � gn(";T ) = 0

Puisque l'id�eal engendr�e par le syst�eme d'entr�ee est radical, les notions de ARUR et de

RUR co��ncident (il n'y a pas de racines multiples). Soit � le plus petit entier tel que :

{ il existe un polynôme c(") 2 K["] v�eri�ant c(0) 6= 0, et

{ le polynôme F (";T ) = "�c(")f(") appartient �a K[";T ].

Pour i 2 f0; : : : ;ng, on note Gi(";T ) = "�gi(";T ). Rappelons le lemme 6.2 (chapitre 6 de

la partie I).

Lemme 1.10 Soit u =
P

n

i=1 uiXi, (avec ui 2 K) est un �el�ement s�eparant pour S". Alors

u est un �el�ement bien s�eparant si et seulement si :

{ Il existe des polynômes c1("); : : : ;cn(") dans K["] tels que pour tout i 2 f1; : : : ;ng,
ci(0) 6= 0 et les polynômes

c1(")G1(";T ); : : : ;cn(")Gn(";T )

appartiennent �a K[";T ],

{ les images par u de deux �el�ements born�es x et y de V (S") sont in�niment proches,

si et seulement si x et y sont in�niment proches.
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La preuve du lemme 6.2 (chapitre 6 de la partie I) montre que s'il existe des polynômes

c1("); : : : ;cn(") dans K["] tels que pour tout i 2 f1; : : : ;ng, ci(0) 6= 0 et les polynômes

c1(")G1(";T ); : : : ;cn(")Gn(";T )

appartiennent �a K[";T ], alors les racines du syst�eme S" ont des images par u born�ees si

et seulement si ces racines sont born�ees.

Une fois la Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a coeÆcients in�nit�esimaux calcul�ee,

on peut dans un premier temps tester si le premier point du lemme ci-dessus est v�eri��e.

Si ce n'est pas le cas, on doit recalculer la RUR avec un autre �el�ement s�eparant. Si c'est

le cas, on doit v�eri�er le second point du lemme ci-dessus.

Dans la suite, on suppose que (f(";T );g0(";T );g1(";T ); : : : ;gn(";T )) est une Repr�e-

sentation Univari�ee Rationnelle �a coeÆcients in�nit�esimaux telle qu'il existe des po-

lynômes c1("); : : : ;cn(") dans K["] v�eri�ant ci(0) 6= 0 (pour i 2 f1; : : : ;ng) tels que les

polynômes

c1(")G1(";T ); : : : ;cn(")Gn(";T )

appartiennent �a K[";T ]. D'apr�es le lemme pr�ec�edent, il suÆt de v�eri�er que pour tout

couple de racines born�ees (�1;�2), lim0(u(�1)� u(�2)) = 0 si et seulement si

8i 2 f1; : : : ;ng; lim0(Xi(�1)�Xi(�2)) = 0:

Notons que d'apr�es les hypoth�eses ci-dessus, pour toute racine born�ee � de f(";T ), et

pour tout i 2 f1; : : : ;ng, lim0

�
gi(";�)

g0(";�)

�
existe.

Soit �1 et �2 deux racines born�ees de f(";T ). On note e�1;Æ et e�2;Æ les d�eveloppements en

s�eries de Puiseux de �1 et �2 tronqu�es �a l'ordre Æ (c'est-�a-dire tel que toute puissance de

" apparaissant dans le d�eveloppement est inf�erieur �a Æ). Le lemme suivant est �evident :

Lemme 1.11

8Æ 2 IN lim0(�1 � �2) = 0() lim0(e�1;Æ � e�2;Æ) = 0:

Consid�erons maintenant un polynôme G(";T ) 2 K[";T ] de degr�e d en " tel qu'aucune

puissance de " ne divise G, � 2 C tel que G(";�) 6= 0 et un d�eveloppement en s�eries de

Puiseux de � tronqu�e �a un ordre Æ. Comme G(";T ) s'�ecrit :

G(";T ) = 0(T ) + 1(T )"+ : : :+ d(T )"
d

avec i(T ) 2 K[T ], il est clair que si G(";e�Æ) 6= 0, alors o(G(";e�Æ)) = o(G(";�)). De plus,

on a alors :

lim0(G(";e�Æ)) = lim0(G(";�)):

Comme la Repr�esentation Univari�ee Rationnelle calcul�ee d�ecrit les solutions d'un syst�eme

engendrant un id�eal radical, pour toute racine � de f(";T ), on a : c(")G0(";�) 6= 0. Donc,

si 8i 2 f1; : : : ;ng ci(")Gi(";�) 6= 0, et si Æ est un entier tel que Gi(";e�Æ) 6= 0 alors :

lim0

 
gi(";�)

g0(";�)

!
= lim0

 
c(")ci(")Gi(";e�Æ)
c(")ci(")G0(";e�Æ)

!
:
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On en d�eduit le lemme suivant :

Lemme 1.12 Soit (F (";T );G0(";T );G1(";T ); : : : ;Gn(";T )) une NRUR telle que F est squ-

are-free, et � 2 C une racine de F (";T ) telle que 9i0 2 f1; : : : ;ng, Gi0
(";�) 6= 0. Soit

Æ 2 IN tel que Gi0
(";e�Æ) 6= 0. Alors, on a :

lim0

 
c(")ci0(")Gi0

(";�)

c(")ci0(")G0(";�)

!
= lim0

 
c(")ci0(")Gi0

(";e�Æ)
c(")ci0(")G0(";e�Æ)

!
:

Dans les cas o�u il existe une racine � de f(";T ) telle que il existe i 2 f1; : : : ;ng v�eri�ant
Gi(";�) = 0, on a bien �evidemment lim0

�
c(")ci(")Gi(";�)

c(")ci(")G0(";�)

�
= 0. Ces cas sont d�etectables par

le fait que � est une racine de gcd(f(";T );gi(";T )).

Ainsi, pour toute racine born�ee de f(";T ), nous pouvons calculer 8i 2 f1; : : : ;ng les limites

lim0

�
gi(";�)

g0(";�)

�
, soit (dans les cas o�u gi(";�) 6= 0) en calculant un d�eveloppement en s�eries

de Puiseux tronqu�e �a un certain ordre suÆsamment grand, soit en garantissant que cette

limite est nulle car gi(";�) = 0.

On d�eduit des deux lemmes pr�ec�edents et de la remarque ci-dessus un algorithme v�eri�ant

que l'�el�ement s�eparant choisi pour calculer la Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a coef-

�cients in�nit�esimaux est un �el�ement bien s�eparant et qui calcule les limites des solutions

d'un syst�eme z�ero-dimensionnel et engendrant un id�eal radical.

On note Puiseux (voir [35, 96]) la routine qui prend en entr�ee un polynôme univari�e

�a coeÆcients dans K["], sans facteurs carr�es et un entier positif Æ et qui renvoie les

d�eveloppements en s�eries de Puiseux des racines du polynôme d'entr�ee tronqu�es �a l'ordre

Æ. On note "-RUR la routine prenant en entr�ee un syst�eme d'�equations polynomiales en-

gendrant un id�eal radical et une forme lin�eaire s�eparante et qui calcule une Repr�esentation

Univari�ee Rationnelle �a coeÆcients in�nit�esimaux associ�ee �a cette forme s�eparante d�ecri-

vant les solutions du syst�eme.

Dans l'algorithme LRBP (Limites des Racines Born�ees via Puiseux), on suppose qu'au-

cune des racines du syst�eme d'entr�ee n'a des coordonn�ees nulles de mani�ere �a pouvoir

appliquer le lemme 1.12. Dans les cas o�u de telles racines existent, l'algorithme est faci-

lement adaptable en incluant des calculs de pgcd entre le premier polynôme de la RUR

calcul�ee et les param�etrisations de mani�ere �a d�etecter les racines qui ont une coordonn�ee

nulle.
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Algorithme LRBP

{ Entr�ee : Un syst�eme d'�equations polynomiales S � K(")[X1; : : : ;Xn] ayant un nombre �ni de

solutions.

{ Sortie : Une liste de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles repr�esentant les limites des solu-

tions born�ees de S.

1. Choisir u 2 U et enlever u de U ,
2. V�eri�er que u est s�eparant,

3. Calculer une NRUR normalis�ee de S associ�ee �a u,

Fu(";T );G0(";T ); : : : ;Gn(";T ):

Si cette NRUR n'est pas bien normails�ee, revenir au pas 1,

4. Calculer les d�eveloppements en s�eries de Puiseux de toutes les racines de Fu �a un ordre Æ suÆ-
samment grand pour que :

8� 6= 0 j Fu(";�) = 0; e�Æ 6= 0;

8i 2 f1; : : : ;ng Gi0 (";e�Æ) 6= 0:

5. Pour tout couple de d�eveloppements (�1;Æ ;�2;Æ) tel que lim0(�1;Æ � �2;Æ) = 0 v�eri�er que :

8i 2 f1; : : : ;ng lim0

�
c(")ci0(")Gi0 (";e�1;Æ)
c(")ci0 (")G0(";e�1;Æ)

�
� lim0

�
c(")ci0 (")Gi0(";e�2;Æ)
c(")ci0 (")G0(";e�2;Æ)

�
:

6. Si c'est le cas, renvoyer ::

7. sinon retourner au pas 1.

Remarque 1.3 L'utilisation des d�eveloppements en s�eries de Puiseux implique que les

calculs soient faits avec des nombres alg�ebriques : ainsi, on ne travaille plus uniquement

dans K.

Comme nous le montrerons dans la section 1.6 de ce chapitre, cet algorithme s'est av�er�e

plus eÆcace que celui propos�e dans [84] sur les exemples consid�er�es.

1.5 Discussion sur la complexit�e de HA3

Le nombre de composantes semi-alg�ebriquement connexes d'une vari�et�e alg�ebrique

r�eelle d�e�nie par des polynômes de degr�e d en n variables est en O(d)n, et on sait que

cette borne est atteinte pour certains exemples. D'apr�es le th�eor�eme de Bezout, il est clair

que le degr�e des polynômes de la Repr�esentation Univari�ee Rationnelle que nous calculons

est en O(d)n. Donc, la sortie de notre algorithme est, en un sens, satisfaisante.

En terme de nombre d'op�erations e�ectu�ees, la complexit�e th�eorique de notre algo-

rithme est pire que dO(n) qui est atteinte dans les algorithmes propos�es dans [25, 74, 12].

En e�et, on ne peut donner qu'une borne doublement exponentielle �a l'algorithme HA3

car des calculs de bases de Gr�obner sont e�ectu�es. Par ailleurs, le choix du point A

n�ecessite en th�eorie jusqu'�a O(dn2) essais. N�eanmoins, notons que les bases de Gr�obner

sont doublement exponentielles sur des exemples pathologiques, et que g�en�eriquement le

premier choix du point A est le bon.
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Dans [85], les auteurs s'autorisent un calcul probabilste de Repr�esentation Univari�ee

Rationnelle pour am�eliorer la complexit�e th�eorique de l'algorithme HA3. Ils utilisent

un cadre d'�evaluation o�u les polynômes sont repr�esent�es sous la forme de programmes

d'�evaluation et les th�eor�emes de complexit�e de [43, 44, 45, 46, 47]. Si d est le degr�e du

polynôme P et que ce polynôme est repr�esent�e par un programme d'�evaluation de longueur

L, on obtient le th�eor�eme ci-dessous en notantM(d) le cout de la multiplication de deux

polynômes univari�es de degr�e born�e par d.

Proposition 1.1 Une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle du syst�eme de dimension 0

P (M) = ";
�!

gradM (P )==
�!

AM

peut être calcul�ee par un algorithme probabiliste en

O(n2(L + n3)M(dn)2)

op�erations dans K.

Comme un bon point A est trouv�e d�es le premier choix, on obtient bien une complexit�e

simplement exponentielle pour l'algorithme que nous proposons.

1.6 Validation exp�erimentale

1.6.1 M�ethodologie

Dans la suite de cette section, nous comparerons :

{ la taille de la sortie de l'algorithmeHA3 avec la taille de la sortie de l'algorithme de

D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique de Collins. En plus de cette simple compa-

raison, nous insisterons sur la taille des donn�ees interm�ediaires qui caract�erisent le

comportement des algorithmes. Dans le cas des m�ethodes de points critiques il s'agit

du degr�e du syst�eme z�ero-dimensionnel �etudi�e. Dans le cas de la D�ecomposition Cy-

lindrique Alg�ebrique, il s'agit de la somme des degr�es des syst�emes z�ero-dimension-

nels �etudi�es pendant la phase remont�ee. Nous n'avons pas pu obtenir cette somme,

c'est pourquoi nous donnons le nombre de cellules retourn�ees par l'algorithme de

D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique.

{ les temps de calcul de l'algorithmeHA3 avec ceux de l'algorithme de D�ecomposition

Cylindrique Alg�ebrique de Collins sur un large panoplie d'exemples. En particu-

lier, nous avons vu que les cas des hypersurfaces contenant une in�nit�e de points

singuliers posent probl�emes. Nous ferons une �etude pr�ecise du comportement de

l'algorithme HA3.

Nous comparons l'implantation de notre algorithme avec le logiciel QEPCAD implant�e

par H. Hong et al. (voir [29]) et calculant une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique avec

notre algorithme, du point de vue de la taille de la sortie, mais aussi du point de vue des

temps de calcul. Pour l'implantation de notre algorithme, nous utilisons :

{ Gb, implant�e en C++ par J.-C. Faug�ere, d�edi�e au calcul de base de Gr�obner,
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{ AGb, implant�e en C++ par J.-C. Faug�ere, qui est une version ((acc�el�er�ee)) de Gb

pour le calcul de bases de Gr�obner DRL,

{ RS, implant�e en C par F. Rouillier, d�edi�e au calcul de Repr�esentation Univari�ee

Rationnelle �a partir d'une base de Gr�obner et au comptage et �a l'isolation des

racines r�eelles d'un polynôme univari�e.

{ Kronecker, implant�e dans le syst�eme de Calcul Formel Magma [24] par G. Le-

cerf, d�edi�e au calcul de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles, nous en utilisons

l'op�erateur de Newton (voir section 1.3).

Nous distinguons deux cas :

{ le cas des hypersurfaces ne contenant au plus qu'un nombre �ni de singularit�es,

{ le cas des hypersurfaces contenant une in�nit�e de singularit�es : ce cas nous est beau-

coup moins favorable, puisqu'il n�ecessite l'introduction d'un in�nit�esimal.

Sauf mention contraire, tous les calculs d�ecrits ci-dessous ont �et�e e�ectu�es sur les machines

PC 400 MHz avec 512 Mo de RAM de l'UMS MEDICIS [3]. Les temps de calcul sont

donn�es en secondes.

1.6.2 Cas sans singularit�es

Les 5 hypersurfaces ci-dessous contiennent au plus un nombre �ni de points singuliers :

{ Hyp1 :

2*u6^2*u5*u4*u3*u2+4*u6^2*u5*u4*u3+4*u6^2*u5*u4*u2+4*u6^2*u5*u3*u2-1

{ Hyp2 :

36*u5^2*u4^2*u3^2*u2^2+88*u5^2*u4^2*u3^2*u2+32*u5^2*u4^2*u3^2+_

32*u5^2*u4^2*u3*u2^3+152*u5^2*u4^2*u3*u2^2-1

{ Hyp3 :

36*u5^2*u4^2*u3^2*u2^2+88*u5^2*u4^2*u3^2*u2+32*u5^2*u4^2*u3^2+_

32*u5^2*u4^2*u3*u2^3+152*u5^2*u4^2*u3*u2^2+64*u5^2*u4^2*u3*u2_

+64*u5^2*u4^2*u2^3+32*u5^2*u4^2*u2^2+32*u5^2*u4*u3^3*u2^2-1

{ Hyp4 :

552*u2*u3^2*u4+62208*u2+1492992*u3+2799360*u4-3*u2^2*u4^2_

-7842*u2*u3*u4+420*u2*u3*u4^2-314*u2^2*u3*u4+3*u2^2*u3^2*u4_

-62208*u2^2+429*u4^3+20736*u3^2-4*u2^3*u3^2-1157*u2^2*u3^2_

-18801*u2^2*u3-83520*u2*u3^2+39744*u2*u3+3*u2*u4^2+864*u2*u4_

+17280*u3^2*u4+60912*u4^2-864*u2^2*u4-207*u2^3*u3_

+1152*u3^2*u4^2+156*u4^3*u3+18540*u3*u4^2-554688*u3*u4_

+8*u2*u3^2*u4^2+2*u2^3*u3*u4-2*u2*u3*u4^3+u4^4-8957952

{ Hyp5 :

110*u5^2*u4*u3+190*u5*u4^2*u3+80*u4^3*u3+80*u5^2*u3^2+_

270*u5*u4*u3^2+160*u4^2*u3^2+80*u5*u3^3+80*u4*u3^3-_

32*u4*u3^2*u2-32*u3^3*u2-80*u5^2*u2^2-128*u5*u4*u2^2-_

160*u5*u3*u2^2-112*u4*u3*u2^2-64*u3^2*u2^2-80*u5*u2^3-_
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Hypersurface HA3 CAD

Hyp1 150 20 277 74

Hyp2 144 20 203 60

Hyp3 236 24 1399 394

Hyp4 84 10 RE RE

Hyp5 151 26 RE RE

Tab. 1.1 { Algorithmes HA3 et CAD : comparaison de la taille de la sortie

32*u3*u2^3+60*u5^2*u4+220*u5*u4^2+160*u4^3+67*u5*u4*u3+_

136*u4^2*u3-24*u5*u3^2-88*u4*u3^2-64*u3^3-100*u5^2*u2+_

32*u5*u4*u2+96*u4^2*u2-228*u5*u3*u2-108*u4*u3*u2-_

120*u3^2*u2+20*u5*u2^2+96*u4*u2^2-56*u3*u2^2+110*u5*u4+_

80*u4^2+48*u4*u3-32*u3^2+30*u5*u2+48*u4*u2-20*u3*u2

Chacun des polynômes d�e�nissant ces hypersurfaces est de degr�e impair en au moins une

variable : l'usage de la fonction distance est donc pleinement justi��e, car le lieu r�eel (qui

est non vide) de chacune de ces hypersurfaces n'est pas born�e.

Nous avons test�e l'algorithme HA3 en utilisant AGb pour le calculs de bases de

Gr�obner DRL et RS pour le calcul de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles et le comp-

tage de racines r�eelles de polynômes univari�es.

Dans le tableau 1.1, nous donnons le degr�e des syst�emes z�ero-dimensionnels produits

par notre algorithme ainsi que le nombre de racines r�eelles trouv�ees (colonne HA3) avec

le nombre de cellules produites et le nombre de points trouv�es sur l'hypersurface par

l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique (colonne CAD). Lorsque nous

mettons le signe RE, ceci signi�e qu'aucun r�esultat n'a �et�e retourn�e au bout de 12 heures

de calculs.

Le degr�e des syst�emes z�ero-dimensionnels engendr�es par l'algorithme HA3 est bien

inf�erieur au nombre de cellules produites par l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique

Alg�ebrique de Collins. Cette di��erence est moins sensible sur le nombre de points trouv�es

sur l'hypersurface.

Dans le tableau 1.2, nous comparons les temps de calcul de l'algorithme HA3 avec

ceux de l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique. Dans la premi�ere colonne

HA3 nous donnons le temps de calcul d'une base de Gr�obner DRL avec AGb puis le

temps de calcul d'une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle et du comptage du nombre

de racines r�eelles du premier polynôme de la RUR calcul�ee. Dans la colonne CAD, nous

donnons le temps de calcul de la D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique avec le logiciel

qepcad. Le symbole1 signi�e qu'aucun r�esultat n'a �et�e retourn�e apr�es plus de 12 heures

de calcul.

Le gain obtenu en terme de taille de la sortie a des r�epercussions sensibles sur les

temps de calcul : des exemples inaccessibles �a l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique

Alg�ebrique peuvent être trait�es.
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Hypersurface HA3 CAD

Hyp1 0,05 4,0 0,05

Hyp2 0,05 8,2 30

Hyp3 5,96 101,36 1
Hyp4 0,66 23,76 1
Hyp5 88,55 86 1

Tab. 1.2 { Algorithmes HA3 et CAD : comparaison des temps de calcul

Signalons par ailleurs, que cet algorithme a �et�e test�e avec succ�es sur �a peu pr�es un

millier d'hypersurfaces issues du probl�eme d'Interpolation de Birkho� (voir chapitre 4 de

la partie II). Lors de ces tests, il n'a jamais �et�e n�ecessaire de changer de point A.

1.6.3 Cas avec singularit�es

Le cas des hypersurfaces contenant une in�nit�e de points singuliers complexes est

un cas d�efavorable pour nos algorithmes. En e�et, une d�eformation in�nit�esimale est

n�ecessaire �a la r�esolution de ces probl�emes. En collaboration avec E. Schost, nous avons

implant�e dans le syst�eme de Calcul Formel Magma l'algorithme d�ecrit dans la section 1.3.

Dans ce paragraphe, nous allons analyser les di��erentes �etapes de cet algorithme. Puis,

a�n de valider les choix et algorithmes propos�es dans la section 1.4, nous comparerons

l'algorithme propos�e dans cette section avec celui propos�e dans le chapitre 6 de la partie

I (voir aussi [84]). Pour des raisons techniques, tous ces calculs ont �et�e e�ectu�es sur les

machines ALPHA EV6 500MHz avec 640 Mo de RAM de l'UMS Medicis.

Pour faire ces tests, nous avons utilis�e cette implantation de notre algorithme sur 15

hypersurfaces obtenues �a partir du probl�eme d'interpolation de Birkho� en 3 variables

(voir chapitre 4 de la partie II). Ces 15 exemples sont donn�es en Annexe B.

Dans le tableau 1.3, nous �evaluons le coût de l'introduction d'un in�nit�esimal dans

le calcul d'une base de Gr�obner pour l'ordre du degr�e (DRL). Dans la colonne ((Avec "))

nous donnons le temps de calcul d'une base de Gr�obner DRLDRL avec " < X1; : : : ;Xn

de l'id�eal z�ero-dimensionnel P � " = 0;
�!

gradM (P )==
�!

AM �a r�esoudre. Dans la colonne

((Sans ")), nous donnons le temps de calcul obtenu pour le même syst�eme o�u on a remplac�e

" par 0. On constate que l'introduction de cet in�nit�esimal a un coût non n�egligeable.

La diÆcult�e essentielle se situe dans le calcul de la Repr�esentation Univari�ee Ration-

nelle. Dans le tableau 1.4, nous donnons le d�etail des temps de calcul de l'algorithme

propos�e dans la section 1.3. Cet algorithme peut être divis�e en 3 �etapes :

{ la colonne ((Syst�eme sp�ecialis�e)) contient le temps de calcul de la base de Gr�obner

DRLDRL et de deux Repr�esentations Univari�ees Rationnelles pour des valeurs de "

telles que l'id�eal sp�ecialis�e reste radical et z�ero-dimensionnel,

{ la colonne ((Remont�ee Hensel)) contient le temps de calcul de la phase de remont�ee

par l'op�erateur de Newton et la reconstruction rationnelle de la RUR �a coeÆcients

in�nit�esimaux,
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Hypersurface Avec " Sans "

Birk.3-1 1,23 0,02

Birk.3-2 0,01 0,01

Birk.3-3 1,23 0,02

Birk.3-4 0,02 0,01

Birk.3-5 0,99 0,05

Birk.3-6 1,97 0,06

Birk.3-7 0,38 0,06

Birk.3-8 0,16 0,12

Birk.3-9 0,16 0,12

Birk.3-10 1,85 0,45

Birk.3-11 1,53 0,46

Birk.3-12 2,07 0,59

Birk.3-13 2,75 0,48

Birk.3-14 5 1,1

Birk.3-15 10,20 1,95

Tab. 1.3 { Inuence de l'introduction d'in�nit�esimaux sur le temps de calcul d'une base

de Gr�obner DRL

{ la colonne ((V�eri�cation)) contient le temps de calcul de la phase de v�eri�cation du

r�esultat.

La colonne ((Total)) contient le temps de calcul total. Le symbole 1 signi�e que le calcul

n'a pas abouti au bout de 12 heures.

Pour des syst�emes z�ero-dimensionnels de ((petit degr�e)) (deux ou trois dizaines) la

majeure partie du temps de calcul est pass�ee dans la phase dite ((de remont�ee)), la phase

de v�eri�cation du r�esultat �etant n�egligeable. En revanche, lorsque la taille des probl�emes

augmente, la phase de v�eri�cation du r�esultat n'est plus n�egligeable devant la phase de

remont�ee. Cette tendance s'accentue au point que cette �etape devient bloquante. Ceci

s'explique par la croissance des coeÆcients et des degr�es en " que nous avons constat�ee.

Dans le tableau 1.5, nous donnons dans la premi�ere colonne le degr�e en " du polynôme

�eliminant puis nous donnons dans la deuxi�eme colonne le ((degr�e utile)) en ", c'est-�a-dire la

puissance de " minimale �a partir de laquelle on peut tronquer les coeÆcients sans annuler

un monôme du polynôme �eliminant. Ainsi, sur ces exemples, le degr�e en " et le ((degr�e

utile)) en " sont identiques.

Analysons maintenant le comportement de l'algorithme propos�e dans la section 1.4. Nous

avons implant�e en Magma l'algorithme d�ecrit dans le chapitre 6 de la partie I et utilis�e

les fonctionnalit�es de Magma calculant des d�eveloppements en s�eries de Puiseux pour

implanter l'algorithme d�ecrit dans la section 1.4 de ce chapitre. Ce qui motivait ce tra-

vail �etait le constat que le premier algorithme calculait des polynômes caract�eristiques

qu'il �etait souvent inutile de calculer et que plus le calcul de la RUR �a coeÆcients in�-
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Hypersurface Degr�e Syst�eme sp�ecialis�e Remont�ee Hensel V�eri�cation Total

Birk.3-1 16 0,1 2,9 0,2 3,2

Birk.3-2 16 0,1 2,9 0,1 3,1

Birk.3-3 34 0,1 17,6 2,9 20,6

Birk.3-4 36 0,2 23 1,7 24,9

Birk.3-5 40 0,2 27,2 28,8 56,2

Birk.3-6 52 0,4 33 16,7 50,2

Birk.3-7 52 0,4 47,4 11,7 59,5

Birk.3-8 130 6 474,2 482,6 962,8

Birk.3-9 132 6,4 656,2 410,1 1072,7

Birk.3-10 136 6,6 935 5533 6474,6

Birk.3-11 138 7 609,6 8808 9424.6

Birk.3-12 138 7 909,5 5117 6033,5

Birk.3-13 252 55 3140,83 1 1
Birk.3-14 264 55 7075,6 1 1
Birk.3-15 272 60 7408,25 1 1

Tab. 1.4 { Calcul de RUR �a coeÆcients in�nit�esimaux : d�etail des temps de calcul

Hypersurface Degr�e en " Degr�e utile en "

Birk.3-1 3 3

Birk.3-2 3 3

Birk.3-3 5 5

Birk.3-4 5 5

Birk.3-5 5 5

Birk.3-6 7 7

Birk.3-7 7 7

Birk.3-8 19 19

Birk.3-9 19 19

Birk.3-10 31 31

Birk.3-11 31 31

Birk.3-12 31 31

Tab. 1.5 { RUR �a coeÆcients in�nit�esimaux : comparaison des degr�es utiles et du degr�e

en "
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Hypersurface LRB LRBP

Birk.3-1 19 < 1

Birk.3-2 5,4 < 1

Birk.3-3 1917 < 1

Birk.3-4 623 < 1

Birk.3-5 1 < 1

Birk.3-6 1 < 1

Birk.3-7 1 < 1

Birk.3-8 1 < 1

Birk.3-9 1 < 1

Birk.3-10 1 < 1

Birk.3-11 1 < 1

Birk.3-12 1 < 1

Tab. 1.6 { Temps de calcul : comparaison des algorithmes calculant les limites des racines

born�ees

nit�esimaux serait diÆcile, plus ces caluls serait diÆcile. Ces calculs ont �et�e faits via des

calculs de r�esultants en Magma. Dans le tableau 1.6. nous comparons les temps de calcul

de l'algorithme propos�e dans le chapitre 6 de la partie I (colonne ((LRB))) avec celui de

l'algorithme propos�e dans la section 1.4 de ce chapitre (colonne ((LRBP))).

Même si la technique utilis�ee pour calculer les polynômes caract�eristiques n�ecessaires

�a l'algorithme d�ecrit dans [84] n'est pas optimale (calculs de r�esultants), il apparait que

l'algorithme que nous proposons s'av�ere plus eÆcace devant celui propos�e dans [84], au

moins sur ces exemples. Notons que l'usage des d�eveloppements en s�eries de Puiseux rend

cette phase de l'algorithme d�ecidant du vide des hypersurfaces n�egligeable devant le reste

des calculs. En�n, ces calculs ont permis de montrer que les premiers �el�ements s�eparants

choisis ne sont pas des �el�ements bien s�eparants.

Dans le tableau 1.7, nous comparons :

{ le degr�e de l'id�eal z�ero-dimensionnel �etudi�e par l'algorithme HA3 (colonne Ideal),

{ la somme des degr�es des Repr�esentations Univari�ees Rationnelles repr�esentant les

limites des racines born�ees de l'id�eal pr�ec�edemment �etudi�e (colonne RB),

{ le nombre de cellules retourn�ees par l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique

Alg�ebrique.

Contrairement �a ce qui avait �et�e constat�e pour les cas sans singularit�es, le nombre de

cellules renvoy�ees par la D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique est bien inf�erieur au degr�e

des id�eaux que nous consid�erons. Il convient de signaler que pour la plupart de ces hyper-

surfaces le lieu r�eel est soit vide soit strictement inclus dans l'ensemble des singularit�es

ce qui en plus de simpli�er le calcul de la D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique r�eduit

consid�erablement la taille de sa sortie. De plus, nous pouvons remarquer que nous n'avons

pas fait varier le nombre de variables. Ceci att�enue les conclusions que l'on pourrait tirer

trop pr�ecipitamment du tableau 1.7. Il est clair que le degr�e de la Repr�esentation Uni-

vari�ee Rationnelle �a coeÆcients in�nit�esimaux est born�e par O(d)n. Le probl�eme r�eside
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Hypersurface Ideal RB CAD

Birk.3-1 16 12 13

Birk.3-2 16 7 12

Birk.3-3 34 25 12

Birk.3-4 36 16 9

Birk.3-5 40 31 12

Birk.3-6 52 37 12

Birk.3-7 52 38 12

Birk.3-8 130 45 10

Birk.3-9 132 47 10

Birk.3-10 136 48 21

Birk.3-11 138 50 21

Birk.3-12 138 50 21

Birk.3-13 252 32 10

Birk.3-14 264 60 14

Birk.3-15 272 60 41

Tab. 1.7 { Algorithmes HA3 et CAD : comparaison de la taille de la sortie dans les cas

singuliers

dans le fait que ces objets sont trop diÆciles �a calculer avec les techniques actuellement

connues.

Pour terminer, rappelons que la derni�ere �etape de l'algorithme est le calcul des limites

des racines born�ees des points d�e�nies par la RUR. Il s'agit alors de trouver un �el�ement

bien s�eparant a�n de pouvoir substituer 0 �a " dans la RUR calcul�ee. Le nombre de points

retourn�es par l'algorithme LRB devient alors comparable au nombre de cellules produites

par l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique. Ce ph�enom�ene s'explique sim-

plement sur nos exemples : certaines solutions du syst�eme z�ero-dimensionnel �a coeÆcients

dans K(") tendent vers un seul et même point lorsque " tend vers 0.

Dans le tableau 1.8, nous comparons les temps de calcul de HA3 et de l'algorithme de

D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique. Il est clair que ces r�esultats ne sont pas satis-

faisants : nous ne b�en�e�cions plus du fait que la sortie de nos algorithmes est de taille

inf�erieure �a celle de l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique.

1.7 Conclusions

Les r�esultats obtenus dans le cas des hypersurfaces contenant au plus un nombre

�ni de points singuliers sont encourageants. En e�et, la taille de la sortie de l'algorithme

HA3 est bien inf�erieur au nombre de cellules renvoy�ees par l'algorithme de D�ecomposition

Cylindrique Alg�ebrique : les r�esultats th�eoriques sont exp�erimentalement v�eri��es. L'impact

sur les temps de calcul est sensible : l'algorithmeHA3 r�esoud dans ces cas-l�a des probl�emes

qui sont inaccessibles �a l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique.
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Hypersurface HA3 CAD

Birk.3-1 3,2 0,21

Birk.3-2 3,1 0,11

Birk.3-3 20,6 4,44

Birk.3-4 20,9 3,45

Birk.3-5 56,2 11,1

Birk.3-6 50,2 15,7

Birk.3-7 59,5 18,2

Birk.3-8 962,8 0,2

Birk.3-9 1072,7 0,15

Birk.3-10 6474,6 1,86

Birk.3-11 9424,6 1,26

Birk.3-12 6033,5 1,88

Birk.3-13 1 0,74

Birk.3-14 1 1,12

Birk.3-15 1 2,1

Tab. 1.8 { Algorithmes HA3 et CAD : comparaison des temps de calcul dans les cas

singuliers

Nos e�orts ont principalement port�e sur le cas des hypersurfaces contenant une in�nit�e

de singularit�es pour lequel un certain nombre d'outils ont �et�e implant�es. Sur les exemples

consid�er�es qui sont extraits du probl�eme d'interpolation de Birkho� (voir chapitre 4 de la

partie II), il est clair que l'algorithmeHA3 n'est pas satisfaisant, l'�etape bloquante �etant

le calcul certi��e d'une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a coeÆcients in�nit�esimaux.

Les outils de calcul d�evelopp�es pour le calcul de Repr�esentations Univari�ees Ration-

nelles �a coeÆcients in�nit�esimaux traitent l'in�nit�esimal comme un param�etre alors qu'on

pourrait esp�erer n�egliger les puissances �elev�ees en " et tronquer les calculs. Le tableau 1.5

montre que, sur les exemples consid�er�es, l'implantation d'une arithm�etique in�nit�esimale

ne serait que d'un faible secours : les ((degr�es utiles)) en " ne sont pas n�ecessairement

faibles. Une �etude plus pouss�ee serait n�ecessaire sur ce point.

De plus, en observant le tableau 1.7, on remarque que sur les exemples inaccessibles �a

HA3 le degr�e de l'id�eal z�ero-dimensionnel �a coeÆcients dans K(") est grand comparati-

vement �a la somme des degr�es des Repr�esentations Univari�ees Rationnelles repr�esentant

les limites des racines born�ees de l'id�eal �etudi�e.

Ainsi, comme dans l'algorithme d�ecrit dans le chapitre 6 de la partie I, l'algorithmeHA3

sou�rirait d'un mauvais contrôle des donn�ees interm�ediaires. Dans le Chapitre suivant,

nous �etudions une alternative aux m�ethodes de d�eformation pour r�esoudre le cas des

hypersurfaces contenant une in�nit�e de points singuliers. Nous verrons que ceci nous

am�ene �a consid�erer le cas des syst�emes polynomiaux.
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Chapitre 2

Syst�emes d'�equations

R�esum�e

Ces travaux ont e�ectu�es en collaboration avec P. Aubry et F. Rouillier. La
caract�erisation des points critiques de la fonction distance est g�en�eralis�ee au cas
des syst�emes polynomiaux (voir [83]). Les singularit�es d'une vari�et�e V sont �etudi�ees
comme une vari�et�e �a part enti�ere, de dimension inf�erieure, sans d�eformation in�-
nit�esimale. Les propri�et�es d'ensembles triangulaires extraits de bases de Gr�obner
lexicographiques permettent de faciliter le calcul des points critiques et am�eliorent
l'algorithme propos�e. Puis, nous montrons comment substituer les calculs de bases
de Gr�obner par les d�ecompositions en ensembles triangulaires au sens de Kalkbrener
dans nos algorithmes. Nous simpli�ons ensuite les algorithmes obtenus dans le cas
de la position Shape Lemma et dans le cas des vari�et�es r�eelles compactes.
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Introduction

Soit une hypersurface d�e�nie par P = 0 (o�u P 2 K[X1; : : : ;Xn] est sans carr�es)

contenant une in�nit�e de points singuliers. D'apr�es la preuve du lemme 1.2 du chapitre

pr�ec�edent, on peut trouver un point A tel que l'ensemble des solutions du syst�eme P =

0;
�!

grad
M

(P )==
�!

AM est la r�eunion d'un ensemble �ni de points et du lieu singulier de

V . Ce lieu singulier { qui est une vari�et�e alg�ebrique de dimension strictement inf�erieure �a

celle de l'hypersurface { est d�e�ni par un syst�eme d'�equations polynomiales. Si on sait en

donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe sans introduire

d'in�nit�esimaux, on sait alors r�esoudre le cas des hypersurfaces sans in�nit�esimaux. Ainsi,

pour pouvoir r�esoudre le cas des hypersurfaces contenant une in�nit�e de singularit�es, il faut

pouvoir caract�eriser les points critiques de la fonction distance sur une vari�et�e alg�ebrique

d�e�nie par un syst�eme d'�equations polynomiales.

Dans [30], les auteurs proposent un nouvel algorithme pour d�ecider du vide d'ensembles

semi-alg�ebriques sans faire la somme des carr�es des syst�emes polynomiaux �a r�esoudre. En

s'inspirant des techniques propos�ees dans [15], ils proposent de traiter le cas des vari�et�es

contenant une in�nit�e de singularit�es en utilisant le fait que la dimension du lieu singulier

est inf�erieure �a celle de la vari�et�e consid�er�ee. N�eanmoins, l'algorithme propos�e n�ecessite

l'introduction r�ecursive d'in�nit�esimaux. Ceci est li�e au fait que les auteurs continuent

d'utiliser la fonction de projection sur un axe de coordonn�ee.

Dans [9, 10, 11], les auteurs proposent un algorithme utilisant la fonction de projection

sur un axe. Les m�ethodes d'�elimination alg�ebrique utilis�ees sont bas�ees sur des techniques

d'�evaluation et sur la repr�esentation des donn�ees par des programmes d'�evaluation. En

revanche, les auteurs ne proposent pas de solutions pour donner au moins un point par

composantes semi-alg�ebriquement connexes en toute g�en�eralit�e.

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme ne faisant intervenir aucune d�eforma-

tion in�nit�esimale et qui trouve au moins un point par composante semi-alg�ebriquement

connexe sur une vari�et�e alg�ebrique r�eelle quelconque. Ce chapitre est bas�e sur [8], travail

e�ectu�e en collaboration avec P. Aubry et F. Rouillier. Les algorithmes propos�es rel�event

de la m�ethode des points critiques. Ils consistent �a r�esoudre un probl�eme d'optimisation

de la fonction distance �a un point restreinte �a la vari�et�e alg�ebrique r�eelle que l'on d�esire

�etudier.

Dans la premi�ere section, nous d�ecrivons un algorithme calculant au moins un point par

composante semi-alg�ebriquement connexe sur une vari�et�e alg�ebrique r�eelle. Cet algorithme

est bas�e sur une caract�erisation alg�ebrique d'un ensemble contenant les points critiques de

la fonction distance �a un point arbitrairement choisi, restreinte �a une vari�et�e alg�ebrique

r�eelle. Cet ensemble est de dimension strictement inf�erieure �a celle de la vari�et�e que l'on

d�esire �etudier.

Dans la deuxi�eme section de ce chapitre, nous optimisons l'algorithme. En particulier,

nous utilisons intensivement des d�eveloppements concernant la r�esolution alg�ebrique des

syst�emes polynomiaux (th�eorie des ensembles triangulaires et d�ecomposition en premiers).

Les m�ethodes d'�elimination utilis�ees dans les algorithmes obtenus sont fond�ees sur

les bases de Gr�obner. Dans la troisi�eme section de ce chapitre, nous montrons comment

substituer ces calculs par des d�ecompositions en ensembles triangulaires. Ce travail a �et�e
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e�ectu�e en collaboration avec P. Aubry et F. Rouillier. La diÆcult�e repose dans le fait que,

contrairement aux bases de Gr�obner, les ensembles triangulaires sont une repr�esentation

((paresseuse)) des vari�et�es alg�ebriques. Ainsi, la perte d'information engendr�ee rend d�elicate

l'adaptation de nos algorithmes �a ces techniques de calculs r�ecentes.

Dans la quatri�eme section de ce chapitre, nous �etudions deux cas particuliers impor-

tants. Le premier est le cas des vari�et�es �equi-dimensionnelles en position g�en�erales. Nous

montrons comment ramener l'�etude de ces vari�et�es �a celle d'une hypersurface dans Cd+1 o�u

d est la dimension de la vari�et�e �etudi�ee. Le deuxi�eme cas est celui des vari�et�es alg�ebriques

r�eelles compactes. Nous montrons alors comment obtenir des algorithmes donnant au

moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe et compacte en utilisant la

fonction de projection sur un axe et les r�esultats des sections pr�ec�edentes. D'un point de

vue plus g�en�eral, cette �etude annexe est utile dans la mesure o�u, comme J.-C. Faug�ere nous

l'a fait remarquer, pour certains probl�emes physiques seules ces composantes int�eressent

l'utilisateur. Dans [11], les auteurs proposent un algorithme sp�eci�quement d�edi�e au cas

compact. Comparativement, nos algorithmes sont plus g�en�eraux : aucune hypoth�ese, ni

sur la vari�et�e �etudi�ee, ni sur le syst�eme d'�equations qui la d�e�nit n'est requise. En particu-

lier nous apportons une r�eponse au probl�eme que pose la pr�esence de singularit�es. Notons

n�eanmoins que, comme dans [11], les points retourn�es par nos algorithmes peuvent ap-

partenir �a des composantes non compactes et qu'aucun test de compacit�e n'est donn�e.

En�n, la derni�ere section de ce chapitre est consacr�ee �a la validation exp�erimentale

de nos algorithmes. Nous pr�esentons dans un premier temps les implantations utilis�ees.

Nous comparons ensuite, sur des exemples d'hypersurfaces contenant une in�nit�e de sin-

gularit�es, la strat�egie propos�ee dans ce chapitre pour g�erer la pr�esence de singularit�es �a

celle �etudi�ee dans le chapitre pr�ec�edent et qui consiste �a d�eformer l'hypersurface. Nous en

d�eduisons que notre approche permet de diminuer signi�cativement la taille des donn�ees

interm�ediaires (degr�e des syst�emes z�ero-dimensionnels �etudi�es) apparaissant en cours de

calcul et que l'impact sur les temps de calcul est sensible. Puis, nous comparons ces algo-

rithmes �a l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique : nous avons constat�e que

la taille de la sortie de nos algorithmes est sensiblement inf�erieure �a celle de l'algorithme

de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique. En terme de temps de calcul, les r�epercussions

sont sensibles : nous pouvons traiter des probl�emes qui sont inabordables par l'algorithme

de Collins. En�n, nous proc�edons �a l'�etude plus sp�eci�que des algorithmes propos�es dans

les troisi�emes et quatri�emes sections de ce chapitre.

Dans ce chapitre, on note K un corps ordonn�e, R sa cloture r�eelle et C sa cloture

alg�ebrique.

2.1 L'algorithme

Si (P1; : : : ;Ps) est une famille de polynômes dans K[X1; : : : ;Xn], on note V (P1; : : : ;Ps) �
Cn la vari�et�e alg�ebrique d�e�nie par le syst�eme d'�equations polynomiales :

P1 = : : : = Ps = 0

et I = hP1; : : : ;Psi l'id�eal de K[X1; : : : ;Xn] engendr�e par cette famille de polynômes.
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Reprenons le deuxi�eme exemple page?? du chapitre pr�ec�edent. On �etudie donc l'hyper-

surface d�e�nie par :

x2 � y2z2 + z3 = 0

En choisissant le point A = (1;2;3) on obtient le syst�eme suivant :8>>><>>>:
x2 � y2z2 + z3 = 0

2xy � 4x + 2yz2x� 2yz2 = 0

�2yz3 + 3yz2 + 2y3z � 4y2z + 6z2 = 0

2xz � 6x+ 2y2zx� 2y2z � 3z2x + 3z2 = 0

On a vu que ce syst�eme est de dimension 1 et de degr�e 1. Il contient l'ensemble des

singularit�es de l'hypersurface : (
z = 0

x = 0

qui est de dimension strictement inf�erieure �a celle de l'hypersurface. Par ailleurs, si on
e�ectue une d�ecomposition �equi-dimensionnelle du syst�eme, on obtient (comme pr�evu
par la preuve du lemme 1.2 du chapitre pr�ec�edent) en plus de l'ensemble des singula-
rit�es l'ensemble z�ero-dimensionnel de degr�e 15 suivant (d�ecrit par une base de Gr�obner
lexicographique) :
[539874645296773716536*x-39839127175867630680*z^14+260049173095318667844*z^13_

-884921439347428617838*z^12+2414399437859835603983*z^11-4771899358920125195011*z^10_

+8283482329976699035988*z^9-12872743263308720090611*z^8+15505786773229787670694*z^7_

-19023151261274065285721*z^6+18783137710413180764674*z^5-16986020208942639225855*z^4_

+14131205028453874920861*z^3-9633445431890516371496*z^2+3592788596130230624144*z-405065429115903549440,

1079749290593547433072*y+388877953166856734616*z^14-2397740566245773583420*z^13_

+7890499280542295357694*z^12-21332674545641238916613*z^11+40663369954490144719245*z^10__

-71089561335448363909184*z^9+108592493361350014231477*z^8-127906837049701883884902*z^7_

+162372795006716365235491*z^6-146027326440241785868030*z^5+145598671015416598891205*z^4_

-104163140703335157603823*z^3+78046304238082718642172*z^2-21183387336544914881680*z_

+2220860460588957124576,

36*z^15-228*z^14+769*z^13-2108*z^12+4136*z^11-7323*z^10+11386*z^9-13908*z^8+17600*z^7_

-16778*z^6+16529*z^5-12732*z^4+9480*z^3-3639*z^2+852*z-80]

D'apr�es la section 1.6 du chapitre pr�ec�edent, on a vu que les d�eformations in�nit�esima-

les (plus pr�ecis�ement les calculs de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients

in�nit�esimaux) doivent être �evit�es. On voit sur cet exemple qu'en caract�erisant les points

critiques de la fonction distance �a un point arbitrairement choisi, sur une vari�et�e alg�ebrique

d�e�nie par un ensemble �ni de polynômes, on est ramen�e �a l'�etude d'une sous-vari�et�e de

dimension inf�erieure (l'ensemble des singularit�es de la vari�et�e). C'est cette id�ee que l'on

retrouve ant�erieurement dans [30] que nous allons essayer de mettre en �uvre.

Notation 2.1 Soit S = fP1; : : : ;Psg un ensemble de polynômes dans K[X1; : : : ;Xn] tel

que V = V (S) soit une vari�et�e de dimension d. Etant donn�e un point A 2 Cn, on d�e�nit

l'ensemble alg�ebrique suivant :

C(V;A) = fM 2 V j rank(
�!

grad
M
(P1); : : : ;

�!

grad
M
(Ps);

�!

AM� n� d)g

La construction et l'�etude de C(V;A) n'a d'int�erêt que si :
{ C(V;A) intersecte chaque composante semi-alg�ebriquement connexe de V

T
Rn,
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{ C(V;A) est strictement plus petite que V et en particulier qu'elle soit de dimension

strictement inf�erieure �a celle de V .

Sous ces conditions, il apparait clairement que nous pourrons obtenir un algorithme cal-

culant au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de V
T
Rn, sans

faire la moindre d�eformation in�nit�esimale. Malheureusement, les conditions ci-dessus ne

sont pas vraies en g�en�eral, comme le montrent les exemples ci-dessous.

{ Exemple 1 : Consid�erons la vari�et�e alg�ebrique V d�e�nie par

P = (x2 + y2 � 1)2 = 0

Il est ais�e de s'apercevoir que quelque soit le point A choisi la vari�et�e alg�ebrique

d�e�nie par

P (M) = 0;
�!

AM ==
�!

gradM (P )

est de dimension 1. En e�et, l'ensemble des points qui v�eri�ent :

P (M) = 0
�!

grad
M
(P ) =

�!

0

est �egal �a V . Notons que dans ce cas l'id�eal hP i n'est pas radical.
En�n, remarquons que l'ensemble des singularit�es de V est vide.

{ Exemple 2 : Le cas des id�eaux radicaux n'est pas exempt de diÆcult�es lui aussi.

Consid�erons la vari�et�e alg�ebrique V d�e�nie par(
P1 = (X2

1 +X2
2 � 1)(X1 � 2) = 0

P2 = (X1 � 2)X3 = 0

L'ensemble V
T
R3 est la r�eunion du plan d�e�ni par l'�equation X1 = 2 et du cercle

d�e�ni par les �equations X2
1 +X2

2 � 1 = 0 et X3 = 0. Il est facile de constater que

chaque point du cercle est r�egulier et v�eri�e

rank

0@24 3X1

2 � 4X1 + X2

2 � 1 2X2 (X1 � 2) 0

X3 0 X1 � 2

351A = 2 :

Ainsi, C(V;A) n'intersecte pas chaque composante semi-alg�ebriquement connexe de

V
T
Rn puisqu'il ne peut contenir aucun point du cercle.

Dans l'exemple 2 ci-dessus, V est compos�ee de composantes irr�eductibles de dimensions

di��erentes. Les points critiques de la fonction distance qui ne se trouvent pas dans la

composante principale de dimension d ne se trouveront donc pas dans C(V;A) puisque ces
tels points qui ne sont pas singuliers v�eri�ent :

rank(
�!

grad
M
(P1); : : : ;

�!

grad
M
(Ps);

�!

AM) > n� d:

Par ailleurs, soit M 2 V tel que :

dim(
�!

grad
M
(P1); : : : ;

�!

grad
M
(Ps)) < n� d:
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On a alors M 2 C(V;A). Ceci arrive en particulier lorsque M est un point singulier d'une

composante irr�eductible de dimension d dans V .

Notation 2.2 Soit V une vari�et�e alg�ebrique de dimension d, fP1; : : : ;Psg une famille de

polynômes dans K[X1; : : : ;Xn] telle que I(V ) = hP1; : : : ;Psi. On note Sing(V ) la vari�et�e :

Sing(V ) = fM 2 V j rank(
�!

grad
M
(P1); : : : ;

�!

grad
M
(Ps)) < n� dg:

Le th�eor�eme suivant permet d'obtenir un algorithme.

Th�eor�eme 2.1 Soit V une vari�et�e alg�ebrique �equi-dimensionnelle de dimension d et

fP1; : : : ;Psg � K[X1; : : : ;Xn] tel que I(V ) = hP1; : : : ;Psi.
Il existe D un entier positif suÆsamment grand, tel qu'il existe au moins un point A dans

f1; : : : ;Dgn v�eri�ant :

1. C(V;A) intersecte chaque composante semi-alg�ebriquement connexe de V
T
Rn,

2. C(V;A) = Sing(V )
S
V0, o�u V0 est un ensemble �ni de points dans Cn.

De plus, dim(C(V;A)) < dim(V ).

Preuve :

1. Soit A un point quelconque de Rn et D une composante semi-alg�ebriquement con-

nexe de V
T
Rn. Si D

T
Sing(V ) 6= ;, il est clair que C(V;A)

T
D 6= ; car

Sing(V ) � C(V;A):

Supposons maintenant que D
T
Sing(V ) = ; et soit M 2 D �a distance minimale de

A. Soit S(A;r) la boule de centre A et de rayon r = d(A;M). Puisque le point M

est �a distance minimale de A, la boule S et la vari�et�e V sont tangeantes en M et

�!

AM2 Vect(
�!

gradM (P1); : : : ;
�!

gradM (Ps)):

Puisque V est �equi-dimensionnelle de dimension d, et puisque hP1; : : : ;Psi est radical,
l'espace vectoriel Vect(

�!

grad
M

(P1); : : : ;
�!

grad
M

(Ps)) est de dimension inf�erieure ou

�egale �a n� d et donc M 2 C(V;A).
2. A�n de montrer le deuxi�eme point du th�eor�eme, nous allons montrer que pour tout

point A choisi en dehors d'une vari�et�e alg�ebrique de Cn de dimension strictement

inf�erieure �a n, C(V;A) s'�ecrit comme la r�eunion de Sing(V ) et de V0 (o�u V0 est un

ensemble �ni de points).

(a) On suppose dans un premier temps que s = n � d. Soient �1; : : : ;�n�d n � d

nouvelles variables, et Q1; : : : ;Qn dans K[X1; : : : ;Xn;�1; : : : ;�n�d] d�e�nis par :

Qj =
n�dX
i=1

�i
@Pi

@Xj

�Xj

Soit H le sous-ensemble de C2n�d

H = f(M;�1; : : : ;�s) 2 C2n�d jM 2 V (P1; : : : ;Pn�d) n Sing(V (P1; : : : ;Pn�d))g:
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On consid�ere l'application :

F : H �! Cn

(M;�1; : : : ;�n�d) 7�! (Q1(M;�1; : : : ;�n�d); : : : ;Qn(M;�1; : : : ;�n�d))

Comme V (P1; : : : ;Pn�d) est �equi-dimensionnelle de dimension d et que l'id�eal
hP1; : : : ;Pn�di est radical, les valeurs critiques de F sont les points � 2 H tels
que :

dim(Vect(
�!

grad� (P1); : : : ;
�!

grad� (Pn�d);
�!

grad� (Q1); : : : ;
�!

grad� (Qn))) < 2n� d:

Soit Jac(P1; : : : ;Pn�d;Q1; : : : ;Qn) la matrice jacobienne (2n � d;2n � d) as-

soci�ee aux polynômes P1; : : : ;Pn�d;Q1; : : : ;Qn et notons J son d�eterminant.

L'ensemble des valeurs critiques de F est :

B = fA = (a1; : : : ;an) 2 Cn j H
\
V (Q1 � a1; : : : ;Qn � an)

\
V (J ) 6= ;g:

D'apr�es le th�eor�eme de Sard (voir [73]), on en d�eduit que B est un ensemble

constructible dans Cn de dimension strictement inf�erieure �a n. Il existe donc

un entier D tel que l'ensemble f0; : : : ;Dgn contienne un point qui ne soit pas

dans B. Soit A =2 B. Pour tout M 2 H
T
V (Q1 � a1; : : : ;Qn � an), J (M) 6= 0

(autrement dit, Jac(P1; : : : ;Pn�d;Q1; : : : ;Qn) est de rang 2n� d en M), ce qui

implique que H
T
V (Q1� a1; : : : ;Qn� an) est un ensemble �ni de points. Si on

consid�ere la projection � d�e�nie par :

� : C2n�d �! Cn

(x1; : : : ;xn;`i1 ; : : : ;`in�d) 7�! (x1; : : : ;xn)
;

on peut voir que C(V;A) = Sing(V )
S
�(H \ V (Q1 � a1; : : : ;Qn � an)), ce qui

implique que C(V;A) = Sing(V ) [ V0, o�u V0 est un ensemble �ni de points.

(b) On consid�ere le cas g�en�eral. Comme V (P1; : : : ;Ps) est �equi-dimensionnelle de

dimension d et que hP1; : : : ;Psi est radical, pour tout point r�egulier M 2
V (P1; : : : ;Ps), il existe une famille d'indices I = fi1; : : : ;in�dg � f1; : : : ;sg
telle que :

dim(V ect(
�!

grad
M
(Pi1); : : : ;

�!

grad
M
(Pin�d)) = n� d

Pour tout I � f1; : : : ;sg tel que ]I = n� d, on pose :

QI

j
=
X
i2I

�i
@Pi

@Xj

�Xj

(o�u �i1; : : : ;�in�d sont des nouvelles variables) et

HI = f(M;�i1 ; : : : ;�in�d jM 2 V (P1; : : : ;Ps) n Sing(V (P1; : : : ;Ps));

dim(Vect(
�!

grad
M
(Pi1); : : : ;

�!

grad
M
(Pin�d)) = n� dg:
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On consid�ere l'application :

F I : HI �! Cn

(M;�i1 ; : : : ;�in�d) 7�! (QI

1 (M;�i1 ; : : : ;�in�d); : : : ;Q
I

n(M;�i1 ; : : : ;�in�d))

De mani�ere analogue au cas s = n � d, on d�e�nit J I , le d�eterminant de
la matrice (2n � d;2n � d) jacobienne associ�ee �a la famille de polynômes
(Pi1 ; : : : ;Pin�d;Q

I

1 ; : : : ;Q
I

n
). L'ensemble des valeurs critiques de F I s'�ecrit alors :

BI = fA = (a1; : : : ;an) 2 Cn j HI \ V (QI

1 � a1; : : : ;Q
I

n � an) \ V (J I) 6= ;g

et BI est un ensemble constructible de Cn de dimension strictement inf�erieure

�a n. Ainsi, B =
S
I�f1;:::;sg;]I=n�d BI est un ensemble constructible de dimension

strictement inf�erieure �a n. Si A =2 B, alors, pour tout I � f1; : : : ;sg tel que

]I = n � d, HI
T
V (QI

1 � a1; : : : ;Q
I

n
� an) est un ensemble �ni de points

(�eventuellement vide). En remarquant que

C(V;A) = Sing(V )
[

I�f1;:::;sg;]I=n�d

�(HI
\
V (QI

1 � a1; : : : ;Q
I

n
� an))

on conclut que C(V;A) est la r�eunion de Sing(V ) et d'un ensemble �ni de points.

Soit V une vari�et�e �equi-dimensionnelle. Etant donn�ee une famille de g�en�erateurs de I(V )

on peut choisir un point A et calculer C(V;A) tel que dim(C(V;A)) < dim(V ). D'apr�es le

Th�eor�eme 2.1, une d�ecomposition �equi-dimensionnelle de C(V;A) donne une composante

z�ero-dimensionnelle V0 et plusieurs autres composantes �equi-dimensionnelles de dimension

positive. On peut alors appliquer le th�eor�eme 2.1 �a chacune de ces composantes.

L'algorithme que nous proposons consiste �a appliquer pas �a pas le processus d�ecrit ci-

dessus en calculant �a chaque �etape des d�ecompositions �equi-dimensionnelles des vari�et�es

interm�ediaires obtenues. A la �n, nous obtenons un ensemble de syst�emes z�ero-dimension-

nels contenant au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans la

vari�et�e V
T
Rn.

Notation 2.3 Pour A 2 Cn, Q = fQ1; : : : ;Qsg � K[X1; : : : ;Xn]
s, et d 2 IN ; 0 � d < n,

on d�e�nit �A;d(Q) comme �etant l'ensemble de tous les mineurs d'ordre (n�d+1;n�d+1)

de la matrice 24" @Qi

@Xj

#
(i=1;:::;n;j=1;:::;s)

���� �!AM
35

D'apr�es les r�esultats ci-dessus, les routines de base n�ecessaires pour l'implantation d'un

tel algorithme qui calcule cet ensemble de syst�emes z�ero-dimensionnels sont les suivantes :

{ EquiDim : prend en entr�ee un syst�eme d'�equations polynomiales S et retourne

une liste de syst�emes de g�en�erateurs Pd; : : : ;P0 engendrant des id�eaux radicaux et

�equi-dimensionnels, tels que V (S) = V (Pd)
S
: : :
S
V (P0).

{ Dim : prend en entr�ee un syst�eme de g�en�erateurs d'un id�eal et calcule la dimension

de la vari�et�e associ�ee,
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{ Minors : prend en entr�ee une famille �nie de polynômes Q, un entier d et un point

A, et calcule �Q;d;A(Q)).
Nous obtenons l'algorithme SA1 (Syst�emes Algorithme 1).

Algorithme SA1

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de syst�emes z�ero-dimensionnels tel que l'ensemble de leurs solutions est in-

clus dans V (S) et contient au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (S)
T
Rn.

1. list := EquiDim(S), result := [],

2. Choisir un point A dans Kn.

3. Tant que list 6= ; faire
{ S := �rst(list), poser d := Dim(S) et enlever S de list,

{ Si d = 0 alors result := result
S
S,

{ Sinon

{ (*) Q = Minors(S;d;A)
S
S

{ u = Dim(Q)

{ Si u = d choisir un autre point A et aller au pas (*).

{ list := list
S
EquiDim(Q)

4. Retourner result.

2.2 Optimisations

Dans cette section, nous d�ecrivons les optimisations que nous avons apport�ees �a l'algo-

rithme SA1. Soit G � K[X1; : : : ;Xn] une base de Gr�obner contenant s polynômes et

engendrant un id�eal �equi-dimensionnel et radical de dimension d. D'apr�es les r�esultats de

la section pr�ec�edente, le nombre de d�eterminants qui sont calcul�es par l'algorithme SA1

est  
s

n� d

! 
n

n� d+ 1

!
:

Il est clair qu'un tel facteur combinatoire n'a que peu d'incidences dans le cas des hypersur-

faces, mais il devient limitant sur des probl�emes signi�catifs, de co-dimension plus grande

que 1. Les am�eliorations d�ecrites ci-dessous ont donc pour but de faciliter la r�esolution de

ces cas.

Dans le premier paragraphe de cette section, nous allons montrer comment, en donnant

un peu plus de propri�et�es �a G, nous allons pouvoir en extraire une famille de n � d

polynômes repr�esentant ((presque tous les points)) de V (G) et permettant de ne calculer que

d d�eterminants. Nous verrons en particulier que cette famille est un ensemble triangulaire

de polynômes.

Dans le deuxi�eme paragraphe de cette section, nous montrons comment les optimisa-

tions s'appliquent aux d�ecompositions en id�eaux premiers. Puis, nous montrons comment

ces d�ecompositions permettent :

{ de r�eduire consid�erablement la taille de la sortie de nos algorithmes,



118 Systemes d'equations

{ d'�eviter des calculs intuiles et donc de r�eduire les temps de calcul.

En e�et en travaillant sur des composantes irr�eductibles, on �evite l'�etude des points qui

appartiennent �a l'intersection de deux de ces composantes.

2.2.1 L'apport des ensembles triangulaires

Soit G � K[X1; : : : ;Xn] une base de Gr�obner lexicographique r�eduite engendrant

un id�eal radical �equi-dimensionnel de dimension d pour l'ordre X1 < : : : < Xn. Pour

p 2 K[X1; : : : ;Xn], on note mvar(p) (variable principale de p) la plus grande variable

apparaissant dans p pour l'ordre X1 < : : : < Xn.

Soit T = (td+1; : : : ;tn) un ensemble triangulaire extrait de G tel que :

{ 8g 2 G il existe i 2 fd+ 1; : : : ;ng v�eri�ant
{ (i) mvar(ti) = mvar(g),

{ (ii) deg(ti;mvar(ti)) � deg(g;mvar(ti)),

{ 8i 2 fd+ 1; : : : ;ng il n'existe pas de polynômes g 2 G de même variable principale

que ti et de monôme dominant inf�erieur �a celui de ti pour l'ordre lexicographique.

Notons qu'un tel ensemble triangulaire est unique. On note ExtractTriangular une

routine qui prend en entr�ee une base de Gr�obner lexicographique r�eduite et qui retourne

l'ensemble triangulaire extrait de la base d'entr�ee et v�eri�ant les propri�et�es ci-dessus.

Dans la suite, on suppose que la base de Gr�obner lexicographique r�eduite G est telle que :

{ l'ensemble triangulaire T � G extrait de G par ExtractTriangular est r�egulier

et s�eparable,

{ sat(T ) = hGi.
Notons que de telles suppositions impliquent que hGi est �equi-dimensionnel car il est

satur�e d'un ensemble triangulaire r�egulier (voir chapitre 5 partie I ou [5]), et que hGi
est un id�eal radical car il est satur�e d'ensemble triangulaire T s�eparable (voir chapitre 5

partie I ou [5]).

SoitM = (x1; : : : ;xn), A un point de Kn, d = dim(V (G)), et consid�erons pour j = 1; : : : ;d

la liste des mineurs d'ordre (n� d+ 1) extraite de �A;d(T ) :

�A(T ) = f�(j)
A
(T ) = det(M(j)

A
);j = 1; : : : ;dg

o�u

M(j)
A

=

2666664

h
@ti

@Xj

i
i=d+1;:::;n

Xj � aj

UT =
h
@ti

@Xk

ii=d+1;:::;n

k=d+1;:::;n

Xd+1 � ad+1

...

Xn � an

3777775
Sans nuire �a la g�en�eralit�e, on peut supposer que mvar(ti) = Xi, ce qui rend les mineurs

�
(j)
A
(T ) faciles �a calculer puisque UT est triangulaire sup�erieure. Nous allons montrer que

nous pouvons substituer le calcul de �A;d(G) par celui de �A(T ) dans notre algorithme :



Optimisations 119

Proposition 2.1 Soit G une base de Gr�obner lexicographique r�eduite et T un ensemble

triangulaire v�eri�ant les hypoth�eses ci-dessus. Soit D(V (G);A) = V (G)
T
V (�A(T )), d =

dim(G) et Sep(T ) =
Q
n

i=d+1
@ti

Xi
. Si A est un point de Kn tel que dim(C(V (G);A)) <

dim(V (G)) alors on a :

{ C(V (G);A) � D(V (G);A);
{ (D(V (G);A) n V (Sep(T ))) � V0,

{ dim (D(V (G);A)
T
V (Sep(T ))) < dim(V (G)):

En particulier, dim(D(V (G);A)) < dim(V (G)) et D(V (G);A) s'intersecte avec toute com-

posante semi-alg�ebriquement connexe de V (G).

Preuve :

{ Puisque T � G, �A(T ) � �A;d(T ) � �A;d(G), alors :

C(V (G);A) = V (G)
\
V (�A;d(G)) � V (G)

\
V (�A;d(T )) � V (G)

\
V (�A(T )):

{ Soit M 2 D(V (G);A) n V (Sep(T )). On a det(UT (M)) 6= 0 donc

rank(
�!

gradM (td+1); : : : ;
�!

gradM (tn)) � n� d;

et par cons�equent rank(
�!

grad
M
(g1); : : : ;

�!

grad
M
(gs)) � n� d. D'une part,

�
(i)
A
(T )(M) = 0 ; 8i = 1; : : : ;d

et donc rank(
�!

gradM (td+1); : : : ;
�!

gradM (tn);
�!

AM) = n� d. D'autre part, la dimen-

seion de V (G) est d, donc

rank(
�!

gradN (g1); : : : ;
�!

gradN (gs)) � n� d ; 8N 2 V (G)

et ainsi M 62 Sing(V (G)). De plus,

V ect(
�!

gradM (g1); : : : ;
�!

gradM (gs)) = V ect(
�!

gradM (td+1); : : : ;
�!

gradM (tn))

ce qui montre que M 2 V0 = C(V (G);A) n Sing(V (G)).
{ D'apr�es la Proposition 5.1 du chapitre 5 de la partie I, on a

dim(V (Sep(T ))
\
V (G)) < dim(V (G)):

Ainsi, dans les hypoth�eses o�u la Proposition ci-dessus s'applique, seuls d d�eterminants

doivent être calcul�es pour caract�eriser D(V (G;A)). L'algorithme induit requiert ainsi une

routine ayant plus de propri�et�es qu'une d�ecomposition �equi-dimensionnelle. En e�et, il

n'est pas toujours possible d'extraire un ensemble triangulaire T r�egulier et s�eparable

d'une base de Gr�obner lexicographique r�eduite G telle que sat(T ) = hGi. Pour s'en

convaincre il suÆt de consid�erer l'exemple hx;yzi pour l'ordre x < y < z.

On note LexTriSetEquiDim une routine qui prend en entr�ee un syst�eme d'�equations

polynomiales S et qui retourne un ensemble de bases de Gr�obner lexicographiques r�eduites

G1; : : : ;Gm telles que pour tout i 2 f1; : : : ;mg :
{ Ti := ExtractTriangular(Gi) est un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable;
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{ sat(Ti) = Gi;
{ V (S) = V (G1)

S
: : :
S
V (Gm).

Remarque 2.1 Une mani�ere de concevoir une telle routine est d'implanter les algo-

rithmes d�ecrits dans [72, 5] et dont les sorties sont des ensembles triangulaires r�eguliers

et s�eparables puis de calculer les satur�es de ces ensembles triangulaires. Bien �evidemment,

ce n'est pas forc�ement la mani�ere la plus judicieuse. Dans l'Annexe A, nous d�ecrivons une

implantation d'une telle routine qui n'utilise que des calculs de bases de Gr�obner (ceux-ci

�etant r�eput�es plus eÆcaces).

Nous obtenons l'algorithme SA2 (Syst�emes Algorithme 2).

Algorithme SA2

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de syst�emes z�ero-dimensionnels tel que l'ensemble de leurs solutions est in-

clus dans V (S) et contient au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (S)
T
Rn.

1. list := LexTriSetEquiDim(S), result := [],

2. Choisir un point A dans Kn.

3. Tant que list 6= ; faire
{ S := �rst(list), et enlever S de list, poser d = Dim(S),

{ Si d = 0 alors result := result
S
S,

{ Sinon

{ T = ExtractTriangular(S).

{ (*) Q = �A(T )
S
S et poser u = Dim(Q)

{ Si u = d choisir un autre point A et aller au pas (*).

{ list := list
S
LexTriSetEquiDim(Q),

4. Retourner result.

Une fois les d�eterminants calcul�es, une �etape d'�elimination alg�ebrique suppl�ementaire

est n�ecessaire. A�n de rendre ces calculs plus faciles, on peut r�eduire modulo l'ensemble

triangulaire les d�eterminants calcul�es �a l'�etape (*) de l'algorithme.

Notons prem(p;q;X) le pseudo-reste classique de deux polynômes p et q par rapport �a

la variable X. Si p 2 K[X1; : : : ;Xn], sa forme r�eduite prem(p;T ) peut être calcul�ee par la
proc�edure r�ecursive suivante :

{ si T = ;, alors prem(p;T ) = p.

{ sinon, si Xi est la plus grande variable apparaissant dans un polynôme t 2 T ,

prem(p;T ) = prem(prem(p;t;Xi);T n ftg):

En particulier, ceci implique qu'il existe des polynômes qd+1; : : : qn et des entiers positifs

id+1; : : : ;in tels que :

prem(p;T ) = qd+1td+1 + : : :+ qntn + h
id+1

d+1 : : : h
in
n
p:
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Ainsi, V (G)
T
V (prem(p;T )) = V (G)

T
(V (p) [ V (hd+1 : : : hn)). Par cons�equent, on a :

dim(V (G)
\
V (p)) < dim(V (G)) =) dim(V (G)

\
V (prem(p;T )) < dim(V (G)):

2.2.2 L'apport d'une d�ecomposition en premiers

Dans l'algorithme SA1, les points calcul�es dans C(V;A) ne sont pas tous les points

critiques de la fonction distance mais peuvent aussi être des points singuliers de V et en

particulier appartenir aux intersections des composantes irr�eductibles de V . Par exemple,

si V est la r�eunion de deux sph�eres S1 et S2 telles que S1

T
S2 est un cercle, la dimension

de C(V;A) est 1 lorsque le point A est bien choisi. En revanche, C(S1;A) et C(S2;A) sont

tous les deux des ensembles �nis de points et pour un choix suÆsamment g�en�erique du

point A, on a C(S1;A)
S
C(S2;A)

S
(S1 \ S2) = C(V;A). On constate sur cet exemple simple

que l'usage de la d�ecomposition en composantes irr�eductibles permet d'�eviter un calcul

inutile. De mani�ere plus g�en�erale, l'usage de d�ecompositions en id�eaux premiers permet

de ne pas avoir �a consid�erer les points singuliers qui sont intersections de composantes

irr�eductibles. Ainsi, des �etapes de calcul inutiles sont �evit�ees et la taille de la sortie de

l'algorithme est r�eduite.

Le th�eor�eme suivant montre que la Proposition 2.1 s'applique aux d�ecompositions en

id�eaux premiers.

Th�eor�eme 2.2 ([6, 5]) Soit T = (td+1; : : : ;tn) � G un ensemble de polynômes tels que

8(ti;tj) 2 T � T mvar(ti) 6= mvar(tj);

et 8g 2 G; 8i 2 fd+ 1; : : : ;ng tels que mvar(ti) = mvar(g) ([5]) :

deg(ti;mvar(ti)) � deg(g;mvar(ti)):

On note

{ hi le coeÆcient dominant de ti (lorsque ti est consid�er�e comme un polynôme univari�e

en sa variable principale) et H(T ) = fhd+1; : : : ;hng.
{ W (T ) = fM 2 V (T ) n V (�n

i=d+1hi)g,
{ sat(T ) = fp 2 K[X1; : : : ;Xn] j 9m 2 N;9h 2 hH(T )i;hmp 2 hT ig.

On a alors :

1. T est un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable;

2. sat(T ) = hGi;
3. W (T ) = V (G).

Soit LexPrimeDecomposition une routine prenant en entr�ee un syst�eme d'�equations

polynomiales S dans K[X1; : : : ;Xn] et retournant un syst�eme de g�en�erateurs de chaque

id�eal premier associ�e �a
q
hSi sous la forme de base de Gr�obner lexicographique r�eduite.

On propose alors l'algorithme SA3 (Syst�emes Algorithme 3) :
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Algorithme SA3

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de syst�emes z�ero-dimensionnels tel que l'ensemble de leurs solutions est in-

clus dans V (S) et contient au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (S)
T
Rn.

1. list := LexPrimeDecomposition(S), result := [],

2. Choisir un point A dans Kn.

3. Tant que list 6= ; faire
{ S := �rst(list), et enlever S de list, poser d = Dim(S),

{ Si d = 0 alors result := result
S
S,

{ Sinon

{ T = ExtractTriangular(S).

{ (*) Q = �A(T )
S
S et poser u = Dim(Q)

{ Si u = d choisir un autre point A et aller au pas (*).

{ list := list
S
LexPrimeDecomposition(Q),

4. Retourner result.

2.3 Calculer avec les ensembles triangulaires

En collaboration avec P. Aubry et F. Rouillier, nous avons adapt�e nos algorithmes �a l'usage

des algorithmes de d�ecomposition en ensembles triangulaires r�eguliers et s�eparables.

2.3.1 Probl�ematique

Soit G 2 K[X1; : : : ;Xn] une base de Gr�obner lexicographique r�eduite et T � G un en-

semble triangulaire r�egulier s�eparable v�eri�ant sat(T ) = hGi. Dans l'algorithme SA2, on

calcule des d�ecompositions �equi-dimensionnelles de G
S
�A(T ) (avec A 2 Kn).

Comme nous le rappelons dans le chapitre 5, les ensembles triangulaires ne sont pas des

syst�emes de g�en�erateurs de leur satur�e. Or, il n'existe pas d'algorithmes prenant en entr�ee

un ensemble triangulaire T , une famille de polynômes S � K[X1; : : : ;Xn] (�equivalente �a

�A(T ) dans notre cadre) et qui renvoie un d�ecomposition en ensembles triangulaires (au

sens de Lazard ou au sens de Kalkbrener) de V (sat(T ))
T
V (S) sans calculer un syst�eme

de g�en�erateurs de sat(T ). La routine decompose (rappel�ee dans le chapitre 5 de la partie
I et d�ecrite dans [72]) permet n�eanmois d'obtenir facilement un algorithme.

En e�et, si dim(W (T ) \ V (S)) < dim(W (T )) et si

[T1; : : : ;T`] = decompose(T ;S);

alors

8i 2 f1; : : : ;`g dim(W (Ti)) < dim(W (T )):

En reprenant les notations de la section 2.2 de ce chapitre, on peut donc utiliser l'op�eration

decompose de mani�ere �a calculer une d�ecomposition de W (T )
T
V (�A(T )). On note

Lazard la routine qui prend en entr�ee un syst�eme d'�equations polynomiales S et qui
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en renvoie une d�ecomposition en ensembles triangulaires r�eguliers s�eparables au sens de

Lazard.

Nous obtenons alors l'algorithme LTSA1 (Lazard Triangulaire Syst�emes Algorithme

1), qui d'apr�es la proposition 2.1, �etant donn�e un syst�eme d'�equations polynomiales S

construit des ensembles triangulaires r�eguliers z�ero-dimensionnels contenant au moins un

point dans chaque composante semi-alg�ebriquement connexe de V (S)
T
Rn :

Algorithme LTSA1

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de syst�emes z�ero-dimensionnels tel que l'ensemble de leurs solutions est in-

clus dans V (S) et contient au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (S)
T
Rn.

1. list := Lazard(S), result := [],

2. Choisir A dans Kn.

3. Tant que list 6= ; faire
{ T := �rst(list), et enlever T de list, poser d = n� ]T ,
{ Si d = 0 alors result := result

S T ,
{ Sinon

{ Choisir un point A dans Kn,

{ (*) newlist := decompose(T ;�A(T )),
{ Si il existe T 0 2 newlist tel que n � ]T 0 = n � ]T , alors choisir un autre point A et

retourner au pas (*),

{ list := list
S
newlist,

4. Retourner result.

Les implantations dans le syst�eme de Calcul Formel Axiom de l'algorithme de d�ecomposi-

tion en ensembles triangulaires de Lazard s'av�erent moins eÆcaces en pratique, que les

implantations de l'algorithme de d�ecomposition en ensembles triangulaires de Kalkbrener

dans le syst�eme de Calcul Formel Axiom (voir [7]).

Dans le but d'aboutir �a une utilisation plus eÆcace des ensembles triangulaires dans les

calculs, nous avons essay�e d'adapter nos algorithmes aux d�ecompositions de Kalkbrener.

On note Kalkbrener la routine qui prend en entr�ee un syst�eme d'�equations polynomiales

et renvoie en sortie une d�ecomposition de Kalkbrener en ensembles triangulaires r�eguliers

et s�eparables.

Premier probl�eme : repr�esentation des solutions

Le fait que toutes les solutions ne sont pas repr�esent�ees par les d�ecompositions au sens de

Kalkbrener constitue une premi�ere diÆcult�e.

Exemple 2.1 Consid�erons l'ensemble triangulaire suivant :

T =

(
xz � y2

y2 + x2
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La composante W (T ) est de dimension 1, et W (T )
T
R3 est un point isol�e d�e�ni par les

�equations 8><>:
z = 0

y = 0

x = 0

Dans l'exemple ci-dessus, le lieu r�eel de la vari�et�e est inclus dans W (T ) n W (T ). Ceci
montre que dans un cadre de r�esolution non probabiliste et en l'�etat actuel des outils

d�evelopp�es, les d�ecompositions au sens de Lazard semblent être une sortie n�ecessaire. Il

faudra donc montrer comment calculer de telles d�ecompositions en utilisant exclusivement

Kalkbrener.

Deuxi�eme probl�eme : atteindre les composantes z�ero-dimensionnelles

Soit T un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable extrait d'une base de Gr�obner lexi-

cographique au cours de l'algorithme SA2. Au pas suivant de l'algorithme, le point A est

tel que dim(C(W (T );A)) < dim(W (T )).
De mani�ere g�en�erale, �etant donn�e une famille de polynômes S, telle que :

dim(W (T )
\
V (S)) < dim(W (T ))

il peut arriver que :

dim(V (T )
\
V (S)) � dim(W (T )):

Exemple 2.2 Consid�erons le syst�eme d'�equations polynomiales S suivant :(
xz � y

y � x

Une d�ecomposition au sens de Kalkbrener renvoie deux ensembles triangulaires

T1 =
(
xz � y

y � x
T2 =

(
y

x

(dont les satur�es sont sat(T1) = hz � 1;y � xi et sat(T2) = hy;xi). Puisque T1 est un

ensemble triangulaire r�egulier, on a :

dim(W (T1)
\
V (x)) < dim(W (T1))

Or, il est ais�e de constater que :

dim(V (T1)
\
V (x)) = dim(V (S)) = dim(W (T1))

Ceci montre qu'on ne pourra pas calculer simplement D(W (T );A) en utilisant exclusive-

ment la routine Kalkbrener.
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2.3.2 L'algorithme

D�ecompositions au sens de Lazard

Le lemme suivant induit l'algorithme que nous cherchons :

Lemme 2.1 Soit S un syst�eme d'�equations polynomiales et T 2 Kalkbrener(S). Alors,
on a :

8h 2 H(T )
q
hSi+ hT i �

q
hSi+ hT i+ hhi:

et l'inclusion est stricte.

Preuve : On a :

{ hSi �
q
hSi � sat(T ) (car T 2 Kalkbrener(S)),

{ hT i � sat(T ),

Donc hSi+ hT i � sat(T ), et comme sat(T ) =
q
sat(T ), on a :q

hSi+ hT i � sat(T ):

Puisque T est un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable, h n'appartient �a aucun des

id�eaux premiers associ�es �a sat(T ), donc

h =2
q
hSi+ hT i

ce qui implique que q
hSi+ hT i �

q
hSi+ hT i+ hhi

(o�u l'inclusion est stricte). Comme
q
hSi+ hT i + hhi �

q
hSi+ hT i+ hhi, on en d�eduit

que q
hSi+ hT i �

q
hSi+ hT i+ hhi

o�u l'inclusion est stricte.

Il est alors clair que l'algorithme LDK (LazardDecomposition viaKalkbrener) ci-dessous

construit des suites strictement croissantes d'id�eaux. Donc cet algorithme termine et la

correction de sa sortie est �evidente.

Algorithme LDK

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une d�ecomposition de Lazard en ensembles triangulaires r�eguliers s�eparables de V (S).

1. list := Kalkbrener(S), et result := list,

2. tant que list 6= [] faire

{ newlist := [],

{ pour tout T dans list faire newlist := newlist [ [
S
h2H(T )Kalkbrener(T [ fhg [ fSg)],

{ list := newlist et result := result
S
list.

3. Retourner result.
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On note S(T ) l'ensemble des s�eparants d'un ensemble triangulaire T . Nous avons mis

en �evidence dans la section pr�ec�edente l'int�erêt de pouvoir calculer W (T )
T
V (s) (pour

s 2 S(T )). Le lemme suivant se d�emontre de la même mani�ere que le lemme 2.1.

Lemme 2.2 Soit S un syst�eme d'�equations polynomiales et T 2 Kalkbrener(S). Alors,
on a :

8s 2 S(T )
q
hSi+ hT i �

q
hSi+ hT i+ hsi:

et l'inclusion est stricte.

Remarque 2.2 Il suÆt que la routine Kalkbrener renvoie des ensembles triangulaires

r�eguliers pour que lemme 2.1 soit v�eri��e. En revanche, l'hypoth�ese de s�eparabilit�e est

indispensable dans le lemme 2.2 ci-dessus.

Notons que sous les hypoth�eses du lemme ci-dessus, si si est un s�eparant de T , l'op�eration
Kalkbrener(S [ T [ fsig) renvoie une liste d'ensembles triangulaires contenant celle que
Kalkbrener(S [ T [ fhig) aurait renvoy�e car hi est un facteur du r�esultant associ�e au

couple (si;ti).

L'algorithme SLDK (Separants Lazard Decomposition Kalkbrener) d�ecrit ci-dessous

prend en entr�ee un syst�eme d'�equations polynomiales S et renvoie une famille d'ensembles

triangulaires r�eguliers s�eparables T1; : : : ;T` telle que :

V (S) = (W (T1) n V (Sep(T1)))
[
: : :
[

(W (T`) n V (Sep(T`))) :

Algorithme SLDK

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : une famille d'ensembles triangulaires r�eguliers s�eparables T1; : : : ;T` telle que :

V (S) = (W (T1) n V (Sep(T1)))
[

: : :
[

(W (T`) n V (Sep(T`))) :

1. list := LDK(S), et result := list,

2. tant que list 6= [] faire

{ newlist := [],

{ pour tout T dans list faire newlist := newlist [ [
S
s2S(T ) LDK(T [ fsg [ fSg)],

{ list := newlist et result := result
S
list.

3. Retourner result.

Atteindre les composantes z�ero-dimensionnelles

Soit S � K[X1; : : : ;Xn] un syst�eme d'�equations polynomiales, T 2 LDK(S) un ensemble

triangulaire r�egulier s�eparable, et A un point de Cn. On suppose que A est choisi tel que

dim(D(W (T );A)) < dim(W (T )). Dans la suite nous allons montrer comment calculer un

ensemble �ni de points contenant la composante z�ero-dimensionnelle de D(W (T );A).
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Pour cela, on utilise la routine QuasiKalkbrener (voir chapitre 5 de la partie I).

Lemme 2.3 Soit [T1; : : : ;T`] = QuasiKalkbrener([T
S
�A(T )];[H(T )

S
S(T )]). Alors, la

vari�et�e

W (T1)
[
: : :
[
W (T`)

est un ensemble �ni de points contenant la composante de dimension z�ero de D(W (T );A).

Preuve : D'apr�es les sp�eci�cations de la routine QuasiKalkbrener, on a :

W (T1)
[
: : :
[
W (T`) =

�
W (T )

\
V (�A(T ))

�
n V (Sep(T )):

La proposition 2.1 permet alors de conclure.

Le lemme ci-dessus permet en un sens d'�etudier (W (T )
T
V (�A(T )))nV (Sep(T )). L'�etude

des points de W (T )
T�S

h2H(T ) V (h) [ V (Sep(T ))
�
est assur�ee puisque ces points sont

repr�esent�es par un autre ensemble triangulaire dans SLDK(S). On obtient alors l'algo-

rithme KTSA1 (Kalkbrener Triangulaire Syst�emes Algorithme 1).

Algorithme KTSA1

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de syst�emes z�ero-dimensionnels tel que l'ensemble de leurs solutions est in-

clus dans V (S) et contient au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (S)
T
Rn.

1. list := SLDK(S), result := [],

2. Tant que list 6= [] faire

{ T := first(list) et enlever T de list,

{ Si ]T = n alors result := result
S T ,

{ sinon choisir un point A dans Kn

{ (*) newlist := QuasiKalkbrener([T S�A(T )];[H(T )SS(T )]),
{ Si il existe T 0 2 newlist tel que ]T 0 6= n alors choisir un autre point A et retourner au pas

(*).

{ result := result
S
newlist.

3. Retourner result.

Remarque 2.3

{ Nous avons montr�e comment calculer des d�ecompositions en ensembles triangulaires

au sens de Lazard en n'utilisant que des d�ecompositions au sens de Kalkbrener.

Cette m�ethode sou�re de la redondance de certains calculs, même si sur de nom-

breux exemples elle s'est av�er�ee avantageuse. Par ailleurs, dans la description de

l'algorithme LDK nous n'avons pas fait �etat des heuristiques utilis�ees pour �eviter

ces calculs inutiles.

{ En�n, nous avons mis en �evidence l'int�erêt de l'algorithme SLDK dont les sp�eci�ca-

tions sont un peu particuli�eres. Les choix algorithmiques que nous avons e�ectu�es, en

privil�egiant l'usage de Kalkbrener comme routine de base n'ont pas �et�e compar�es

avec d'autres strat�egies (voir [33] par exemple).
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2.4 Quelques cas particuliers importants

Dans cette section, nous �etudions comment adapter les algorithmes SA2 et SA3 pour

traiter plus eÆcacement deux cas particuliers :

{ le cas de la position g�en�erale;

{ et le cas des vari�et�es alg�ebriques r�eelles compactes.

2.4.1 La position g�en�erale

Le cas de la position g�en�erale est important car il est consid�er�e comme �etant un cas

g�en�erique souvent rencontr�e ((en pratique)). Soit V une vari�et�e �equi-dimensionnelle de

dimension d en position g�en�erale. Algorithmiquement, le cas de la position g�en�erale peut

être d�etect�e quand la base de Gr�obner G lexicographique r�eduite d�e�nissant l'id�eal radical

associ�e �a V est un ensemble triangulaire de la forme :

G

8>>>><>>>>:
Xn + qn(X1; : : : ;Xd+1)
...

Xd+2 + qd+2(X1; : : : ;Xd+1)

p(X1; : : : ;Xd+1)

Par abus de langage, on dira que G est en position g�en�erale. Ainsi, il est clair que donner

au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de V (G)
T
Rn revient �a

donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de V (p)
T
Rd+1.

Pour cela, l'algorithme SA1 peut être utilis�e. Nous obtenons l'algorithme SLSA (Shape

Lemma Syst�eme Algorithme). Cet algorithme utilise la routine LexEquiDim qui prend

en entr�ee un syst�eme d'�equations polynomiales S et retourne une liste de bases de Gr�obner

lexicographiques r�eduites Gd; : : : ;G0 engendrant des id�eaux radicaux et �equi-dimensionnels,

tels que V (S) = V (Gd)
S
: : :
S
V (G0).
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Algorithme SLSA

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de syst�emes z�ero-dimensionnels tel que l'ensemble de leurs solutions est in-

clus dans V (S) et contient au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (S)
T
Rn.

1. list := LexEquiDim(S), result := [],

2. Choisir un point A dans Kn.

3. Tant que list 6= ; faire
{ S := �rst(list), poser d := Dim(S) et enlever S de list,

{ Si d = 0 alors result := result
S
S,

{ Si S est en position g�en�erale, alors faire result := result
S
(SA1(last(p)) [ S).

{ Sinon

{ (*) Q = Minors(S;d;A)
S
S

{ u = Dim(Q)

{ Si u = d choisir un autre point A et aller au pas (*).

{ list := list
S
LexEquiDim(Q)

4. Retourner result.

2.4.2 Vari�et�es alg�ebriques r�eelles compactes

Dans ce paragraphe, nous montrons comment dans le cas des vari�et�es alg�ebriques

r�eelles compactes, les fonctions de projection sur un axe peuvent être utilis�ees dans des

algorithmes inspir�es de ceux pr�esent�es ci-dessus. En particulier, nous donnons un algo-

rithme qui trouve au moins un point r�eel sur chaque composante semi-alg�ebriquement

connexe compacte d'une vari�et�e alg�ebrique r�eelle. Insistons sur le fait que cet algorithme

peut retourner des points appartenant �a des composantes semi-alg�ebriquement connexes

et non compactes. Notons que des travaux similaires sont expos�es dans [11].

Un premier algorithme

Soit
�!

U = (u1; : : : ;un) 2 Kn un vecteur non nul et �U l'application r�eguli�ere

�U : Cn �! C

M = (x1; : : : ;xn) 7�! u1x1 + : : :+ unxn

Th�eor�eme 2.3 Soit V une vari�et�e alg�ebrique �equi-dimensionnelle de dimension d et S =

fP1; : : : ;Psg des polynômes de K[X1; : : : ;Xn] tels que I(V ) = hP1; : : : ;Psi. Etant donn�e
un vecteur

�!

U 2 Kn, on d�e�nit l'ensemble alg�ebrique :

C(V;
�!

U ) = fM 2 V;rank(
�!

gradM (P1); : : : ;
�!

gradM (Ps);
�!

U ) � n� dg:

Il existe D un entier positif suÆsamment grand, tel qu'il existe au moins un vecteur
�!

U
dans f1 : : :Dgn v�eri�ant :

1. C(V;
�!

U ) s'intersecte avec chaque composante compacte et semi-alg�ebriquement

connexe de V
T
Rn,
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2. C(V;
�!

U ) = Sing(V )
S
V0 o�u V0 est un ensemble �ni de points.

De plus, dim(C(V;
�!

U )) < dim(V ).

La d�emonstration de ce th�eor�eme est similaire �a celle du th�eor�eme 2.1.

Pour
�!

U 2 Cn, Q = fQ1; : : : ;Qsg � K[X1; : : : ;Xn]
s, et d 2 IN ; 0 � d < n, on d�e�nit

��!

U ;d
(Q) comme �etant l'ensemble de tous les mineurs d'ordre (n� d+ 1;n� d+ 1) de la

matrice 24" @Qi

@Xj

#
(i=1;:::;n;j=1;:::;s)

�����!U
35

On d�eduit du th�eor�eme ci-dessus un premier algorithme CSA1 (Compact Syst�emes

Algorithme 1) qui donne au moins un point par composante compacte et semi-alg�ebrique-

ment connexe sur une vari�et�e alg�ebrique r�eelle, qui utilise les mêmes routines que celles

de l'algorithme SA1.

Algorithme CSA1

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de syst�emes z�ero-dimensionnels tel que l'ensemble de leurs solutions est in-

clus dans V (S) et contient au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe et

compacte de V (S)
T
Rn.

1. list := EquiDim(S), result := [],

2. Choisir un vecteur
�!

U dans Kn.

3. Tant que list 6= ; faire
{ S := �rst(list), poser d := Dim(S) et enlever S de list,

{ Si d = 0 alors result := result
S
S,

{ Sinon

{ (*) Q = ��!
U ;d

S
S

{ u = Dim(Q)

{ Si u = d choisir un autre vecteur
�!

U et aller au pas (*).

{ list := list
S
EquiDim(Q)

4. Retourner result.

Un deuxi�eme algorithme

Le fait que nous ayons consid�er�e dans la section pr�ec�edente les familles de fonctions

�U est pleinement justi��e. En e�et, �etant donn�ee une vari�et�e alg�ebrique r�eelle, il n'existe

pas toujours une variable telle que le lieu des points critiques de la fonction de projection

sur l'axe de coordonn�ee de cette variable est de dimension strictement inf�erieure �a celle de

la vari�et�e. Pour s'en convaincre, il suÆt de consid�erer la vari�et�e de R3 qui est la r�eunion

de trois cercles dessin�es autour de chacun des axes de coordonn�ee. Dans cette section, on

montre que si la routine de d�ecomposition �equi-dimensionnelle est LexTriSetEquiDim,

pour G 2 LexTriSetEquiDim, il existera toujours une variable X telle que C(V (G); �!eX)
soit de dimension strictement inf�erieure �a celle de V .



Quelques cas particuliers importants 131

Soit G une base de Gr�obner lexicographique r�eduite pour l'ordre X1 < : : : < Xn

engendrant un id�eal radical et �equi-dimensionnel de dimension d, tel que la routine Ex-

tractTriangular d�e�nie Section 2.2.1 de ce chapitre en extrait un ensemble triangulaire

T = (td+1; : : : ;tn) v�eri�ant :

{ T est un ensemble triangulaire r�egulier,

{ sat(T ) = hGi.
Sans nuire �a la g�en�eralit�e, on suppose que mvar(ti) = Xi (dans le cas contraire, on peut

renum�eroter les variables). Pour toute variable Xi, on note
�!

ei le vecteur dont toutes les

coordonn�ees sont nulles sauf la i-i�eme qui est �egale �a 1. Nous allons montrer ci-dessous

que pour tout i 2 f1; : : : ;dg, la fonction de projection sur le vecteur
�!

ei convient.

Notation 2.4 Soit
�!

U = (u1; : : : ;un) un vecteuur de Kn, d = dim(V (G)), et consid�erons
pour j = 1; : : : ;d la liste des mineurs d'ordre (n� d+ 1) extraite de ��!

U ;d
(T ) :

��!
U
(T ) = f�(j)

A
(T ) = det(M(j)

�!

U

);j = 1; : : : ;dg

o�u

M(j)
�!

U

=

2666664

h
@ti

@Xj

i
i=d+1;:::;n

uj

UT =
h
@ti

@Xj

ii=d+1;:::;n

j=d+1;:::;n

ud+1

...

un

3777775
On note D(V (G);

�!

U ) = V (G)
T
V (��!

U
(T )).

Proposition 2.2 Pour tout i 2 f1; : : : ;dg, on a :

{ C(V (G); �!ei ) � D(V (G); �!ei ),
{ dim(D(V (G); �!ei )) < dim(V (G)):

Preuve : Soit i 2 f1; : : : ;ng et consid�erons la matrice

M(j)
�i

=

266666666666666666664

0
...

1

0
...

h
@ti

@Xj

i
i=d+1:::n

0
...
...

0

UT =
h
@ti

@Xj

ii=d+1:::n

j=d+1;:::;n

377777777777777777775
Alors, si on enl�eve les i� 1-i�eme premi�eres lignes ainsi que celles allant de la i+1-i�eme �a

la d-i�eme, on obtient une matrice carr�ee triangulaire sup�erieure dont la diagonale contient

les �el�ements de Sep(T ). Le produit de ces �el�ements est donc un des d d�eterminants �a
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calculer. Or, d'apr�es le th�eor�eme 5.3, si on note sj un �el�ement quelconque de Sep(T ), on
a :

dim(V (G)
\
V (si)) < dim(V (G)):

Comme on a C(V (G); �!ei ) �
S
n

j=d+1 V (G)
T
V (sj), le lemme est d�emontr�e.

Remarque 2.4 D'un point de vue calculatoire, la preuve du r�esultat ci-dessus est impor-

tante. En e�et, tout calcul de d�eterminant est supprim�e : il suÆt d'intersecter V (G) avec
les s�eparants de l'ensemble triangulaire extrait de G.

On en d�eduit l'algorithmeCSA2 (Compact Syst�emes Algorithme 2) qui utilise les mêmes

routines que celles utilis�ees dans Algorithme SA2.

Algorithme CSA2

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de syst�emes z�ero-dimensionnels tel que l'ensemble de leurs solutions est in-

clus dans V (S) et contient au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe et

compacte de V (S)
T
Rn.

1. list := LexTriSetEquiDim(S), result := [],

2. Tant que list 6= ; faire
{ S := �rst(list), et enlever S de list, poser d = Dim(S),

{ Si d = 0 alors result := result
S
S,

{ Sinon

{ T = ExtractTriangular(S).

{ Q = Sep(T )SS et poser u = Dim(Q)

{ list := list
S
LexPrimeDecomposition(Q),

3. Retourner result.

2.5 Validation exp�erimentale

2.5.1 M�ethodologie, algorithmes de base et logiciels

Dans le but de tester les algorithmes SA1 et SA2 nous avons implant�e un algorithme

calculant une d�ecomposition �equi-dimensionnelle radicale de syst�emes polynomiaux. L'al-

gorithme prend en entr�ee une base de Gr�obner lexicographique et s'inspire des m�ethodes

de scindage pr�esent�ees dans [72, 5] pour renvoyer une famille de bases de Gr�obner lexi-

cographiques dont on peut extraire un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable tel que

son satur�e est l'id�eal engendr�e par la base dont il est extrait. Cet algorithme est d�ecrit

dans l'Annexe A du document. Les logiciels utilis�es sont Gb pour le calcul de bases

de Gr�obner lexicographiques et Maple. Même si notre implantation de cet algorithme

o�re de meilleures performances que les implantations d'algorithmes ayant les mêmes

sp�eci�cations et qui sont disponibles dans le logiciel Magma par exemple, notre m�ethode

n'est pas optimale : nous avons vu dans les sections pr�ec�edentes que les syst�emes engendr�es
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en cours d'algorithmes contiennent des composantes de di��erentes dimension, ce qui rend

diÆcile le premier calcul de base de Gr�obner.

De plus, il est clair que tout progr�es signi�catif dans le calcul de telles d�ecompositions

induit un progr�es �equivalent pour nos algorithmes. Le logiciel F7 [1] de J.-C. Faug�ere { en

cours d'implantation { permettra d'am�eliorer signi�cativement les performances de nos

algorithmes, tant du point de vue de la taille de la sortie que du point de vue des temps

de calcul. En�n, nous n'avons pas implant�e de d�ecomposition en id�eaux premiers. Nous ne

testerons donc pas l'algorithme SA3, consid�erant comme acquis que la somme des degr�es

des syst�emes z�ero-dimensionnels retourn�es par cet algorithme sera toujours inf�erieure ou

�egal �a la somme des degr�es des syst�emes z�ero-dimensionnels retourn�es par les algorithmes

SA2 et SA1.

La r�esolution des syst�emes z�ero-dimensionnels se fait en calculant des Repr�esentations

Univari�ees Rationnelles. Pour cela, nous utilisons le logiciel RS (implant�e en C par F.

Rouillier). Le comptage et l'isolation des racines r�eelles se fait alors avec l'algorithme

d'Uspensky am�elior�e (voir [86]) implant�e dans RS. Les logiciels Gb et RS sont li�es �a

Maple par une connexion �chiers.

Les calculs de d�ecomposition cylindrique alg�ebrique ont �et�e e�ectu�es avec le logi-

ciel QEPCAD qui est implant�e en C par H. Hong et al. (voir [29]). Ce logiciel est �a

notre connaissance l'un des plus rapides pour le calcul de d�ecompositions cylindriques

alg�ebriques.

Les implantations de l'algorithme KTSA1 sont bas�ees sur les implantations de P.

Aubry (voir [5]) de l'algorithme de d�ecomposition en ensembles triangulaires r�eguliers

s�eparables au sens de Kalkbrener.

Tous ces calculs ont �et�e e�ectu�es sur un PC Pentium II 400 MHz avec 512 Mo de RAM

de l'UMS MEDICIS [3]. Les temps de calculs sont donn�es en secondes.

Les calculs ont syst�ematiquement �et�e stopp�es au bout de 12 heures de calculs. Aussi, le

symbole1 dans les tableaux ci-dessous signi�e en r�ealit�e arrêt�e apr�es 12 heures de calcul.

2.5.2 D�eformer ou ne pas d�eformer?

Dans un premier temps, dans le cas des hypersurfaces, on compare la strat�egie propos�ee

dans ce Chapitre �a la strat�egie de d�eformation in�nit�esimale �etudi�ee dans le Chapitre

pr�ec�edent.

Dans le tableau 2.1, nous donnons dans la colonne Algorithme HA3 les degr�es des

syst�emes z�ero-dimensionnels �etudi�es et les temps de calcul de l'algorithme d�ecrit dans

le chapitre pr�ec�edent. Dans la colonne Algorithme SA2, nous donnons la somme des

degr�es des syst�emes z�ero-dimensionnels �etudi�es et les temps de calcul de l'algorithme SA2

d�ecrit dans ce chapitre.

On constate que la taille des donn�ees interm�ediaires (degr�e du syst�eme z�ero-dimension-

nel �a coeÆcients in�nit�esimaux) apparaissant dans l'algorithmeHA3 est bien plus grande

sur nos exemples que celles (degr�e des syst�emes z�ero-dimensionnels) de l'algorithme SA2

d�ecrit dans ce chapitre. Cette am�elioration du contrôle de la taille des donn�ees interm�edi-

aires a un impact sensible sur les temps de calcul, puisque des probl�emes dont la r�esolution

n�ecessite plusieurs heures de calcul avec l'algorithme HA3 sont r�esolus par l'algorithme
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Hypersurface Algorithme HA3 Algorithme SA2

Birk.3-1 16 3,2 12 0,08

Birk.3-2 16 3,1 7 0,13

Birk.3-3 34 20,6 25 0,37

Birk.3-4 36 24,9 16 0,18

Birk.3-5 40 56,2 31 0,46

Birk.3-6 52 50,2 37 0,86

Birk.3-7 52 59,5 38 0,72

Birk.3-8 130 962,8 45 7,11

Birk.3-9 132 1072,7 47 7,88

Birk.3-10 136 6474,6 48 8,04

Birk.3-11 138 9424,6 50 8,88

Birk.3-12 138 6033,5 50 10,01

Birk.3-13 252 1 32 9,26

Birk.3-14 264 1 60 66,75

Birk.3-15 272 1 60 82,68

Tab. 2.1 { Algorithmes HA3 et SA2 : comparaison des sorties et des temps de calcul

SA2 dans des temps de calcul de l'ordre de la dizaine de secondes. Le ph�enom�ene est en-

core plus visible sur les 3 derni�eres hypersurfaces (Birk.3-13 �a Birk.3-15) dont la r�esolution

n'est pas accessible �a l'algorithme HA3 mais que l'algorithme SA2 r�esoud facilement.

Dans le tableau 2.2, nous comparons le nombre de cellules ainsi que les temps de calcul

d'une D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique (colonne CAD) avec la somme des degr�es

des id�eaux z�ero-dimensionnels ainsi que les temps de calcul de l'algorithme SA2 sur les

exemples consid�er�es ci-dessus.

On constate que la sortie de l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique

reste de taille inf�erieure �a celle de l'algorithme SA2. Il en est de même des temps de

calcul, mais les di��erences ne sont plus aussi sensibles que ce que nous avions constat�e en

comparant l'algorithme HA3 et la D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique sur les mêmes

exemples (voir chapitre pr�ec�edent). Nous devons pousser nos comparatifs sur des exemples

plus signi�catifs : les m�ethodes de points critiques sont con�cues pour traiter des probl�emes

de plus de trois variables.

2.5.3 Algorithme SA1 / Algorithme SA2

Nous comparons les algorithmes SA1 et SA2. Dans le tableau 2.3, nous donnons les

temps de calcul respectivement obtenus par ces algorithmes. Dans la premi�ere colonne,

on donnons le temps pass�e dans l'�etape de d�ecomposition des syst�emes polynomiaux. Dans

la seconde colonne, on donne le temps pass�e dans le calcul des d�eterminants. Le signe ?

est introduit lorsque l'�etape pr�ec�edente (calculs de d�eterminants ou d�ecomposition de

syst�emes polynomiaux) n'a pas termin�e.

Sachant que pour les exemples Vermeer, Wang, Euler, Neural, Butcher, Buchberger,

et DiscPb les bases de Gr�obner manipul�ees sont des ensembles triangulaires, il est normal
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Hypersurface CAD Algorithme SA2

Birk.3-1 13 0,21 12 0,08

Birk.3-2 12 0,11 7 0,13

Birk.3-3 12 4,44 25 0,37

Birk.3-4 9 3,45 16 0,18

Birk.3-5 12 11,1 31 0,46

Birk.3-6 12 15,7 37 0,86

Birk.3-7 12 18,2 38 0,72

Birk.3-8 10 0,2 45 7,11

Birk.3-9 10 0,15 47 7,88

Birk.3-10 21 1,86 48 8,04

Birk.3-11 21 1,26 50 8,88

Birk.3-12 21 1,88 50 10,01

Birk.3-13 10 0,74 32 9,26

Birk.3-14 14 1,12 60 66,75

Birk.3-15 41 2,1 60 82,68

Tab. 2.2 { Algorithmes SA2 et CAD : comparaison des sorties et des temps de calcul

System Dimension/Degree Nb Vars Algorithme SA1 Algorithme SA2

Vermeer 1,26 5 0.01 0 0.01 0

Wang 1,114 13 0.12 0 0.12 0

Euler 3,2 10 0.01 0 0.01 0

Neural 1,24 4 0.43 0 0.43 0

Butcher 3,3 8 1.7 0 1.7 0

Buchberger 4,6 8 0 0 0 0

DiscPb 2,3 4 0.02 0 0.02 0

Donati 1,10 4 0.04 26 0.04 0

Hairer2 2,25 13 23.03 1 23.03 0

Prodecco 2,2 5 284 26 284 0

F633 2,32 10 ? 1 1 ?

F744 1,40 12 24.06 1 24.06 0.02

F855 1,52 14 5654 1 5654 173

Tab. 2.3 { Algorithmes SA1 et SA2 : comparaison des temps de calcul
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System Algorithme SA2 + ZDS QEPCAD

Vermeer 84 65976

Wang 132 1
Euler 10 failed(872043)

Neural 133 205

Butcher 15 1
Buchberger 32 failed(991324)

DiscPb 28 1
Donati 61 10

Tab. 2.4 { Algorithmes SA2 et CAD : comparaison de la taille des sorties

que les temps de calcul des algorithmes SA1 et SA2 coincident. Pour les autres exemples,

plus diÆciles, les bases de Gr�obner manipul�ees ne sont plus des ensembles triangulaires.

Il apparait alors clairement que les optimisations dont b�en�e�cie l'algorithme SA2 per-

mettent d'obtenir des temps de calculs signi�cativement meilleurs que ceux obtenus par

l'algorithme SA1. Pour certains exemples, le calcul de tous les d�eterminants est même

une �etape bloquante de l'algorithme (F633, F744, F855).

2.5.4 Algorithme SA2 / CAD

Taille de la sortie

On note ZDS la routine de r�esolution r�eelle des syst�emes z�ero-dimensionnels produits

par l'algorithme SA2, c'est-�a-dire que nous incluons les temps de comptages et d'isolation

des racines r�eelles des premiers polynômes des Repr�esentations Univari�ees Rationnelles

calcul�ees. Ces Repr�esentations Univari�ees Rationnelles sont calcul�ees avec les logiciels AGb

(�ecrit en C++ par J.-C. Faug�ere et calculant des bases de Gr�obner pour l'ordre DRL)

et le logiciel RS (�ecrit en C par F. Rouillier et calculant les RUR ainsi que le nombre

de racines r�eelles de leur premier polynôme). Dans le tableau 2.4, on donne le nombre

de points calcul�es par l'algorithme SA2 (c'est-�a-dire la somme des degr�es des syst�emes

z�ero-dimensionnels) et par QEPCAD sur les exemples pour lesquels au moins une de

ces m�ethodes termine. Quand QEPCAD est stopp�e apr�es 12 heures d'attente, le signe

1 est inscrit dans le tableau. Si le calcul �echoue �a cause d'un nombre trop important de

cellules, on inscrit failed(n), o�u n est la borne inf�erieure du nombre de cellules pr�edit par

QEPCAD.

Ces r�esultats sont coh�erents avec les pr�edictions ((th�eoriques)) : la sortie de l'algorithme

de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique est sup�erieure en taille �a celle de l'algorithme

SA2.

On peut aussi noter qu'aucune de ces implantations ne r�esoud les exemples Hairer2,

Prodecco, F633, F744 et F855, même si l'algorithme SA2 a r�eussi �a calculer les syst�emes

z�ero-dimensionnels. Ces syst�emes sont trop diÆciles pour le calcul d'une base de Gr�obner

avec AGb. Il est n�eanmoins important de faire les remarques suivantes :

{ notre implantation, bas�ee sur Gb, est loin d'être optimale puisque les scindages

sont e�ectu�es apr�es le calcul d'une base de Gr�obner lexicographique. Or, d'apr�es les
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System Algorithme SA1 + ZDS Algorithme SA2 + ZDS QEPCAD

Vermeer 62.36 3.32 43

Wang 1.37 1.37 1
Euler 0.01 0.01 failed(872043)

Neural 1.02 1.02 0.9

Butcher 1.7 1.7 1
Buchberger < 0.01 < 0.01 failed(991324)

DiscPb 0.2 0.2 1
Donati 11609 10 0.6

Tab. 2.5 { Algorithmes SA1, SA2 et CAD : comparaison des temps de calcul

r�esultats de la section 2.2 de ce chapitre, il est clair que les syst�emes obtenus apr�es

calcul de d�eterminants sont scindables et que donc le calcul de bases lexicographiques

de tels syst�emes est diÆcile. D�es lors, il apparait �evident que des techniques de

scindages mieux con�cues permettront r�esoudre ces probl�emes.

{ J.-C. Faug�ere a r�ecemment e�ectu�e des progr�es signi�catifs dans le calcul de bases

de Gr'�obner en produisant des algorithmes dont les implantations sont plus eÆcaces

de plusieurs ordres de grandeur que toutes ses conccurentes. L'utilisation de telles

implantations dans nos algorithmes permettra sans nul doute d'accroitre le nombre

de probl�emes pouvant être trait�es.

Temps de calcul

Le tableau 2.5 montre que les deux algorithmes SA1 + ZDS et SA2 + ZDS ont un

meilleur comportement en pratique que QEPCAD. En e�et, sur 8 exemples, le logiciel

QEPCAD n'en r�esoud que 3 alors que les algorithmes SA1 et SA2 les r�esolvent tous.

Par ailleurs, on peut constater que sur les exemples o�u les bases de Gr�obner manipul�ees

ne sont pas des ensembles triangulaires (Donati et Vermeer) SA2 est bien meilleur que

SA1.

2.5.5 Ensembles triangulaires

Nous �etudions les algorithmes obtenus dans la section 2.3 de ce chapitre. Dans le tableau

2.6, nous donnons les temps de calcul ainsi que les degr�es des syst�emes z�ero-dimensionnels

�etudi�es, obtenus en utilisant les d�ecompositions en ensembles triangulaires de Kalkbrener

implant�ees en Axiom par P. Aubry (voir [5]).

On constate que l'implantation de l'algorithme KTSA1 permet de r�esoudre autant de

probl�emes dans notre jeu de tests que l'implantation de l'algorithmeSA2. Signalons quand

même que pour les exemples Prodecco et F855, les implantations de P. Aubry en Axiom

ne permettent pas d'obtenir une d�ecomposition en ensembles triangulaires r�eguliers au

sens de Kalkbrener alors que Gb `fournit une base de Gr�obner lexicographique.
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System Algorithme KTSA1 Algorithme SA2

Vermeer 64 25 84 3,32

Wang 288 102,8 132 1,37

Euler 14 10,8 10 0,01

Neural 69 9,9 133 1,02

Butcher 15 1,7

Buchberger 32 <0,01

DiscPb 30 7,6 28 0,2

Donati 61 0,29 61 10

Hairer2 NI 1 NI 1
Prodecco NI 1 NI 1
F633 NI 1 NI 1
F744 NI 1 NI 1
F855 NI 1 NI 1

Tab. 2.6 { Algorithmes KTSA1 et SA2 : comparaison des sorties et des temps de calcul

System Algorithme CSA2 + ZDS Algorithme SA2 + ZDS

Vermeer <1 3,32

Donati <1 10

Hairer2 28,57 1
Prodecco 934 1
F633 175 1
F744 90 1
F855 7223 1

Tab. 2.7 { Algorithmes CSA2 et SA2 : comparaison des temps de calcul

2.5.6 Etudier les composantes compactes

Dans ce paragraphe, nous donnons les r�esultats obtenus lorsqu'on utilise la fonction de

projection sur un axe. Les tests ne sont e�ectu�es que sur les exemples dont la taille du

r�esultat et les temps de calcul sont signi�catifs. Le tableau 2.7 compare les temps de calcul

des algorithmes CSA2 et SA2.

Le tableau 2.8 compare la sortie de l'algorithme CSA2 �a celle de SA2.

Il apparait que, lorsque c'est possible, il faudra utiliser la fonction de projection sur un

axe �a la place de la fonction distance �a un point. Les temps de calcul et la sortie de

System Algorithme CSA2 + ZDS Algorithme SA2 + ZDS

Vermeer 24 84

Donati 61 61

Hairer2 0 NI

Prodecco 36 NI

F633 12 NI

F744 69 NI

F855 76 NI

Tab. 2.8 { Algorithmes CSA2 et SA2 : comparaison des sorties
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l'algorithme CSA2 sont signi�cativement inf�erieurs �a ceux de l'algorithme SA2.

2.6 Conclusions

Dans le cas des hypersurfaces contenant une in�nit�e de points singuliers, la strat�egie

propos�ee dans ce Chapitre semble avantageuse devant la strat�egie propos�ee dans le Cha-

pitre pr�ec�edent, bas�ee sur une d�eformation in�nit�esimale.

De plus, nos implantations des algorithmes SA1 et SA2 permettent de r�esoudre des

probl�emes qui sont inaccessibles �a l'une des meilleures implantations de l'algorithme de

D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique (rappelons n�eanmoins que cet algorithme a des

sp�eci�cations plus g�en�erales que celles des algorithmes SA1 et SA2). Les r�ecents progr�es

e�ectu�es par J.-C. Faug�ere dans le calcul de d�ecompositions en id�eaux premiers per-

mettent d'augmenter signi�cativement la taille des probl�emes pouvant être trait�es par

nos algorithmes.

Nous avons constat�e qu'en pratique, la taille de la sortie des algorithmes SA1 et

SA2 est bien inf�erieure �a celle de l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique.

N�eanmoins, du point de vue de la complexit�e th�eorique, nous n'avons pas pu donner de

bornes satisfaisantes et valables dans tous les cas, sur la taille de la sortie des algorithmes

SA1 et SA2, ni sur le nombre d'op�erations qu'ils e�ectuent. Dans le cas o�u la vari�et�e

�etudi�ee est �equi-dimensionnelle et ne contient pas de singularit�es, on peut calculer les

d�eterminants avec les polynômes de d�epart. Il est alors possible de donner une borne

simplement exponentielle en le nombre de variables sur la taille de la sortie si on suppose

que le premier choix du point A est le bon.

Dans les cas o�u la vari�et�e �etudi�ee a un grand nombre de variables comparativement �a

sa dimension, nous avons constat�e que l'algorithme SA2 n'a pas un bon comportement

en pratique. En e�et, dans ce cas les d�eterminants calcul�es ont un degr�e et un nombre

de monômes �elev�es. Dans le chapitre suivant, nous montrons comment rem�edier �a ce

probl�eme dans certains cas.
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Chapitre 3

Vers les syst�emes d'�equations et

d'in�equations

R�esum�e

Ces travaux ont �et�e e�ectu�es en collaboration avec P. Aubry et F. Rouillier.
L'�etude de vari�et�es alg�ebriques de dimension d est ramen�ee �a l'�etude d'ensembles
constructibles dans Rd+1 en utilisant les propri�et�es des ensembles triangulaires
r�eguliers et s�eparables et les r�esultats du chapitre 3 de la partie I. Le premier algo-
rithme que nous proposons d�ecide uniquement du vide d'une vari�et�e alg�ebrique r�eelle
dans certains cas favorables. Le deuxi�eme algorithme propos�e calcule au moins un
point par composante semi-alg�ebriquement connexe d'une vari�et�e r�eelle. L'�etude des
ensembles constructibles se fait par l'introduction d'un in�nit�esimal [12, 13, 87, 82]
dans les algorithmes du chapitre pr�ec�edent. Nous donnons des outils permettant
d'e�ectuer une d�ecomposition �equi-dimensionnelle de syst�emes polynomiaux �a co-
eÆcients dans K("). Une derni�ere section de validation exp�erimentale con�rme l'ef-
�cacit�e de ces nouveaux algorithmes sur les exemples consid�er�es.
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Introduction

Consid�erons la vari�et�e alg�ebrique V � C3 d�e�nie par le syst�eme d'�equations S � Q[x;y;z]

ci-dessous :

(S)

(
xz � 1 = 0

y � x = 0

Si nous d�eroulons l'algorithme SA2, en choisissant le point A = (0;0;0) �a l'origine, le

d�eterminant D de la matrice 264 �1 z x

1 0 y

0 x z

375
est calcul�e, et on trouve D = x2 � z2 + xy. Le syst�eme d'�equations polynomiales8><>:

xz � 1 = 0

y � x = 0

x2 � z2 + xy = 0

est de dimension 0 et de degr�e 4. En e�et, les solutions s'�ecrivent plus simplement sous la

forme : 8><>:
z � 2x3 = 0

y � x = 0

2x4 � 1 = 0

Bien �evidemment, ce syst�eme admet deux racines r�eelles, chacune d'entre elle appartenant

�a l'une des deux composantes connexes de V
T
IR3.

Remarquons dans un premier temps que S est un ensemble triangulaire r�egulier et s�epa-

rable pour l'ordre x < y < z. Ainsi, comme dim(V (y � x) \ V (x)) < dim(V (y � x))

et comme xz � 1 est de degr�e 1 en sa variable principale z, on peut esp�erer pouvoir

d�ecider si V
T
IR3 est vide en �etudiant uniquement V 0 = V (y � x). Notons qu'alors si on

choisit le point A = (0;1), l'algorithme SA2 calcule le polynôme x+ y� 1 et engendre un

syst�eme z�ero-dimensionnel de degr�e 1. On constate ainsi une d�ecroissance des degr�es des

d�eterminants calcul�es et des syst�emes z�ero-dimensionnels engendr�es.

Maintenant que nous savons que V
T
IR3 6= ;, continuons nos investigations et imposons-

nous de trouver au moins un point par composante connexe sur cette vari�et�e r�eelle. Pour

cela, il est �evident (en faisant un dessin) qu'il suÆt d'�etudier V (S) \ V (x) d'une part et

d'autre part de donner au moins un point dans chaque cellule de l'ensemble constructible

d�e�ni par :

y � x = 0; x 6= 0:

car, au-dessus de chacune de ces cellules, les racines r�eelles de xz� 1 varient continument

(voir chapitre 3 partie I). Soit e 2 IR n f0g, il est clair sur cet exemple qu'il suÆt de

consid�erer les points (e;e) et (�e; � e) pour obtenir un point dans chaque cellule de

l'ensemble constructible. En substituant dans le syst�eme d'�equations de d�epart, on se

retrouve alors �a r�esoudre deux syst�emes z�ero-dimensionnels de degr�es 1, au lieu d'un
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seul syst�eme de degr�e 4. L�a encore, on note une d�ecroissance des degr�es des syst�emes

z�ero-dimensionnels que nous avons produits.

Plus g�en�eralement, notons que les deux strat�egies que nous venons de d�ecrire sur cet

exemple simple permettent de travailler avec d+ 1 variables lorsqu'on �etudie une vari�et�e

�equi-dimensionnelle de dimension d. Nous esp�erons ainsi r�esoudre le probl�eme de la taille

des d�eterminants calcul�es par l'algorithme SA2 dans les cas o�u la dimension de la vari�et�e

est petite devant le nombre de variables.

Soit K un corps r�eel, R sa clôture r�eelle et C sa clôture alg�ebrique. Dans la premi�ere

section de ce chapitre nous montrons comment ramener l'�etude d'une vari�et�e alg�ebrique

r�eelle de Rn de dimension d �a l'�etude d'un ensemble constructible dans Rd+1, d�e�ni par une

�equation et plusieurs in�equations. Pour cela, nous utilisons les propri�et�es des ensembles

triangulaires r�eguliers et s�eparables ainsi que quelques r�esultats du chapitre 3 de la partie

I. Cette �etude fait l'objet de la premi�ere section de ce chapitre.

Dans la deuxi�eme section, nous d�ecrivons les deux algorithmes obtenus �a partir des

r�esultats pr�ec�edents. Le premier algorithme { que l'on appellera SA4 { d�ecide du vide dans

certains cas favorables et g�en�eralise l'algorithme SLSA d�ecrit dans le chapitre pr�ec�edent.

Le deuxi�eme algorithme { que l'on appellera SA5 { est une g�en�eralisation de l'algo-

rithme SA4 et renvoie au moins un point par composante connexe de la vari�et�e �etudi�ee.

Il utilise une routine permettant de trouver au moins un point par composante semi-

alg�ebriquement connexe dans un ensemble constructible d�e�ni par une seule �equation

et plusieurs in�equations. Pour cela nous restons dans le cadre de la m�ethode des points

critiques et nous d�ecrivons une telle routine bas�ee sur les r�esultats de [13, 12, 87] qui

introduisent une d�eformation in�nit�esimale et l'algorithme propos�e dans [82] qui calcule

les conditions de signe v�eri��ees par une famille de polynômes. Nous modi�ons ce dernier

pour qu'il renvoie au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans

un ensemble constructible d�e�ni par une seule �equation et plusieurs in�equations.

Dans la troisi�eme section, nous montrons comment optimiser l'algorithme SA5. En

particulier, nous montrons comment calculer une d�ecomposition �equi-dimensionnelle d'un

syst�eme d'�equations polynomiales �a coeÆcients dans K["] en e�ectuant tous les calculs

dans K. Puis, nous montrons comment utiliser les r�esultats du chapitre 1 de la partie I

pour calculer une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a coeÆcients in�nit�esimaux.

En�n, dans la quatri�eme section, nous analysons le comportement pratique de cet

algorithme. Nous le comparons en particulier �a SA2 et montrons que pour les probl�emes

de grande co-dimension que nous avons consid�er�es, les algorithmes d�ecrits dans ce chapitre

sont bien plus eÆcaces que l'algorithme SA2 du chapitre pr�ec�edent.

Ces travaux ont �et�e e�ectu�es en collaboration avec P. Aubry et F. Rouillier.

3.1 Pr�eliminaires

Dans cette section, nous allons montrer comment ramener l'�etude d'une vari�et�e �equi-

dimensionnelle de dimension d �a celle d'un ensemble constructible de Rd+1. Pour cela,

nous allons utiliser les propri�et�es des ensembles triangulaires r�eguliers s�eparables et les

relier �a certains r�esultats du chapitre 3 de la partie I.
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Soit G � K[X1; : : : ;Xn] une base de Gr�obner lexicographique pour l'ordre X1 < : : : <

Xn engendrant un id�eal radical et �equi-dimensionnel, et T = (td+1; : : : ;tn) un ensemble

triangulaire extrait de G. Dans tout ce chapitre, on supposera que :

{ T est un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable.

{ sat(T ) = hGi.

Sans nuire �a la g�en�eralit�e, on peut supposer que pour tout i 2 fd+ 1; : : : ;ng, la variable
principale de ti est Xi. Pour tout i 2 fd+ 1; : : : ;ng, on note

{ hi le coeÆcient dominant (que l'on appelle initial) de ti vu comme un polynôme

univari�e en Xi,

{ et si la d�eriv�ee (que l'on appelle s�eparant) de ti par rapport �a Xi.

Pour tout couple de polynômes (p;q) dans K[X1; : : : ;Xn], on note res(p;q;Xi) le r�esultant

de p et de q vus comme polynômes univari�es en la variable Xi. Soit p un polynôme

quelconque de K[X1; : : : ;Xn]. On note mvar(p) la plus grande variable apparaissant dans

p pour l'ordre X1 < : : : < Xn. On d�e�nit le r�esultant de p modulo l'ensemble triangulaire

T (que l'on notera res(p;T )) par la proc�edure r�ecursive suivante :
{ si 8t 2 T on a mvar(t) 6= mvar(p), alors res(p;T ) = p,

{ sinon, si 9t 2 T tel que mvar(t) = mvar(p), alors

res(p;T ) = res(res(p;t;mvar(t));T n ftg):

Lemme 3.1 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier s�eparable, p un polynôme quel-

conque. et M un point quelconque de W (T ). Alors, on a :

res(p;T )(M) 6= 0 =) p(M) 6= 0:

Preuve : Sans nuire �a la g�en�eralit�e, on peut supposer que les polynômes td+1; : : : ;tn de

T sont de variables principales Xd+1; : : : ;Xn. Soit M 2 W (T ) tel que res(p;T )(M) 6= 0.

On consid�ere la suite de polynômes8>>>>>>><>>>>>>>:

Rn = res(p;tn;Xn)

Rn�1 = res(Rn;tn�1;Xn�1)
...

Rd+2 = res(Rd+3;td+2;Xd+2)

R = Rd+1 = res(p;T ) = res(Rd+2;td+1;Xd+1)

Puisque M 2 W (T ), M n'annule aucun des initiaux de td+1; : : : ;tn. Donc, d'apr�es la Pro-

position 2.2 du chapitre 2 de la partie I, Rd+2(m1; : : : ;md;Xd+1) et td+1(m1; : : : ;md;Xd+1)

ont un pgcd trivial, ce qui implique que Rd+2(M) 6= 0. Il suÆt alors d'it�erer cet argument

jusqu'�a obtenir p(M) 6= 0.

Pour i 2 fd+1; : : : ;ng, on note esi = res(si;T ) et �d+1 la projection de Cn dans Cd+1 qui

�a un point (x1; : : : ;xn) associe le point (x1; : : : ;xd+1).

Consid�erons :

{ S une famille �nie de points de Rn qui intersecte chaque composante semi-alg�ebri-

quement connexe de V (G)
T
V (Sep(T ))

T
Rn,
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{ eF une famille de points r�eels de Rd+1 intersectant chaque composante semi-alg�ebri-

quement connexe de l'ensemble constructible d�e�ni par :

td+1 = 0; esd+2 6= 0; : : : ;esn 6= 0:;

et F = ��1
d+1(

eF).
Remarque 3.1 Notons que pour tout point M 2 Rn, et pour tout i 2 fd+ 1; : : : ;ng, on
a :

res(esi;T )(M) 6= 0 =) hi(M) 6= 0;

car hi est un facteur du r�esultant associ�e au couple de polynômes (si;ti) vus comme uni-

vari�e en mvar(ti).

Proposition 3.1 La famille �nie de points S
S
F intersecte chaque composante semi-

alg�ebriquement connexe de V (G)
T
Rn.

Preuve : Soit D une composante semi-alg�ebriquement connexe de V (G)
T
Rn.

Si D � V (G)
T
V (Sep(T )), alors il est clair qu'il existe M 2 S, tel que M = (x1; : : : ;xn) 2

D. Supposons maintenant qu'il existe M 2 D tel que M =2 V (G)
T
V (Sep(T )). On notefM = �d+1(M) = (x1; : : : ;xd+1) et fD la composante semi-alg�ebriquement connexe de

l'ensemble constructible de Rd+1 d�e�ni par :

td+1 = 0; esd+2 6= 0; : : : ;esn 6= 0

contenant fM . Dans la suite, nous allons montrer que pour tout fN 2 fD, il existe N 2 Rn

tel que �d+1(N) = fN et N 2 D. Soit donc N un point quelconque de fD. Puisque fD
est semi-alg�ebriquement connexe, il existe un chemin  semi-alg�ebriquement continu de

]0;1[ dans fD tel que (0) = fM et (1) = fN . D'apr�es le th�eor�eme 3.2 du chapitre 3 de la

partie I, il existe des fonctions semi-alg�ebriquement continues �1; : : : ;�` de ([0;1]) dans

R telles que l'ensemble des racines r�eelles de td+2((t);Xd+2) est exactement l'ensemble

f�1((t)); : : : ;�`((t))g. Puisque pour tout t, on a gsd+2((t)) 6= 0, toutes ces racines sont de

multiplicit�e 1 et il existe un unique indice i 2 f1; : : : ;`g tel que Xd+2(M) = �i((0)). On

note d+2 le chemin semi-alg�ebriquement continu de [0;1] dans Rd+2 qui �a t associe le point

((t);�i((t))). D'apr�es le lemme 3.1, on a pour tout t 2 [0;1] et tout i 2 fd + 2; : : : ;ng,
si(d+2(t)) 6= 0. Avec les mêmes arguments, on montre ainsi par r�ecurrence que l'on peut

construire un chemin n de [0;1] dans D tel que n(0) = M et n(1) = N .

Ainsi donner au moins un point par composante connexe de V (G)
T
Rn revient �a :

{ (i) donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (G)
\
V (Sep(T ))

\
Rn;

{ (ii) donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

td+1 = 0; esd+2 6= 0; : : : ;esn 6= 0:

La tâche (i) peut être e�ectu�ee �a l'aide de l'algorithme SA2 du chapitre pr�ec�edent. En

revanche, la tâche (ii) n�ecessite de pouvoir donner au moins un point par composante

semi-alg�ebriquement connexe dans un ensemble constructible. Dans la section suivante,

nous montrons comment utiliser SA2 (ou SA3) et les r�esultats de [87] pour obtenir un

tel algorithme.
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3.2 Les algorithmes

Dans cette section, nous d�ecrivons les deux algorithmes obtenus �a partir des r�esultats

pr�ec�edents. Le premier (SA4) d�ecide uniquement du vide d'une vari�et�e alg�ebrique r�eelle

dans certains cas favorables, le second (SA5) g�en�eralise SA4 dans tous les cas et calcule

au moins un point par composante connexe sur une vari�et�e alg�ebrique r�eelle.

3.2.1 D�ecider du vide dans certains cas

Soit G � K[X1; : : : ;Xn] une base de Gr�obner lexicographique r�eduite et T = (td+1; : : : ;tn)

un ensemble triangulaire r�egulier s�eparable extrait de G. Sans nuire �a la g�en�eralit�e, on

suppose que 8i 2 fd+1; : : : ;ng mvar(ti) = Xi. D'apr�es les r�esultats ci-dessus, pour donner

au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de V (G), il faut pouvoir
donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de l'ensemble

constructible S d�e�ni par :

td+1 = 0; esd+2 6= 0; : : : ;esn 6= 0

et donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe des vari�et�es

alg�ebriques r�eelles V (G)
T
V (si). D'apr�es la proposition 3.2, il est n�ecessaire d'�etudier

l'hypersurface r�eelle d�e�nie par td+1 = 0. Dans la suite de ce paragraphe, nous montrons

comment dans certains cas ((fr�equents)), la seule �etude de cette hypersurface permet de

d�ecider du vide de la vari�et�e alg�ebrique r�eelle que l'on veut �etudier.

D�e�nition 3.1 On dit que T est en position k-favorable si et seulement si il existe k 2
fd+ 1; : : : ;ng tel que

8i > k deg(ti;Xi) = 1:

Lemme 3.2 Soit G une base de Gr�obner lexicographique r�eduite et T un ensemble trian-

gulaire r�egulier s�eparable extrait de G. On suppose que T est en position k-favorable. On

note Gk = fg 2 G j g 2 K[X1; : : : ;Xk]g. On a :

1. si V (Gk)
T
Rk = ; alors V (G)

T
Rn = ;,

2. si
�
D(V (Gk;Ak)) n

�
Sing(V (Gk))

T
V (
Q
n

i=d+1 hi)
��T

Rk 6= ;, alors V (G)
T
Rn 6= ;.

Preuve : Si T est en position k-favorable, on peut supposer sans nuire �a la g�en�eralit�e

que tj = hjXj + qj avec hj ; qj 2 K[X1; : : : ;Xk] ; 8j = k + 1 : : : n.

1. C'est �evident.

2. Supposons que V (Gk)
T
Rk 6= ; et soit M 2 D(V (Gk;Ak))

T
Rk o�u Ak est un point

de Kk.

{ Si M = (x1; : : : ;xk) 62 V (hk+1), il existe une unique valeur y 2 R telle que

M 0 = (x1; : : : ;xk;y) 2 V (Tk+1). De plus, si M 62 V (
Q
k+1
j=d+1 hj) alors, d'apr�es le

th�eor�eme 5.3, M 0 2 V (Gk+1)
T
Rk+1.
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{ Supposons maintenant que M 2 V (hk+1) et M 62 Sing(V (Gk)). Puisque

dim(V (hk+1)
\
V (Gk)) < dim(V (Gk))

et puisque M est un point r�egulier de V (Gk), il existe un voisinage U de M

tel que U � V (Gk)
T
Rk contient un point N v�eri�ant hk+1(N) 6= 0 et donc

d'apr�es l'item pr�ec�edent N 2 V (Gk+1)
T
Rk+1.

Ainsi, on montre par r�ecurrence que si

0@D(V (Gk;Ak)) n

0@Sing(V (Gk))\V (
nY

i=d+1

hi)

1A1A\Rk 6= ;;

alors V (G)
T
Rn 6= ;.

Notons que les cas o�u

(D(V (Gk);Ak) n (Sing(V (Gk)) \ V (
nY

i=d+1

hi)))
\
Rk = ;

et (D(V (Gk);Ak)
\

Sing(V (Gk))
\
V (

nY
i=d+1

hi))
\
Rk 6= ;;

sont rares. On propose un algorithme sp�eci�que essentiellement bas�e sur SA2 et optimis�e

pour d�ecider du vide uniquement.

Dans la suite, on note �(Gk) la liste des mineurs d'ordre k � d de la matrice jacobienne

associ�ee �a Gk et on d�e�nit les nouvelles routines :

{ LexTriSetEquiDim: une routine qui prend en entr�ee un syst�eme d'�equations po-

lynomiales S et qui renvoie en sortie une liste de bases de Gr�obner lexicographiques

r�eduites engendrant les id�eaux premiers associ�es �a
q
hSi.

{ ZeroDimTest : qui prend en entr�ee un syst�eme z�ero-dimensionnel S et renvoie true

si V (S)
T
Rn = ;, sinon elle renvoie false.

{ cleaningStep : qui prend en entr�ee un syst�eme z�ero-dimensionnel S et un polynôme

p, et renvoie une liste de solutions r�eelles de S qui n'annulent pas p.
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Algorithme SA4

{ Entr�ee : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : true si V (S)
T
Rn = ;, sinon false.

1. list := LexTriSetEquiDim(S), result := [],

2. Choisir un point A dans Kn.

3. Tant que list 6= ; faire
{ (*)S := �rst(list), et enlever S de list, poser d = Dim(S),

{ Si d = 0 et si ZeroDimTest(S) = false alors retourner false,

{ T = ExtractT riangular(S).

{ Si T est en position k-favorable alors

{ newlist := SA2(�A(Tk) [ Sk),

{ Pour S0 dans newlist, enlever S0 si ZeroDimTest(S) = true,

{ Si newlist := ; alors a�ecter true �a result et retourner au pas (*),

{ Pour S0 dans newlist, enlever S0 de newlist et si cleaningStep(S0;�(Gk)) 6= ; alors

retourner false,

{ Pour S0 dans newlist, enlever S0 de newlist et si cleaningStep(S0;
Qn

i=d+1 hi) 6= ; alors
retourner false,

{ result := result
S
SA2(S),

4. Retourner result.

L'algorithme ci-dessus donne au moins un point par composante semi-alg�ebriquement

connexe si 8i 2 fk+ 1; : : : ;ng; hi 2 K. Dans les autres cas, ceci ne peut être garanti que

si :

(V (Gk)
\
V (

nY
i=d+1

hi))
\
Rk = ;:

3.2.2 Donner au moins un point par composante connexe

R�esolution des syst�emes d'�equations et d'in�equations polynomiales

Pour donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans

un ensemble constructible d�e�ni par une seule �equation et plusieurs in�equations, nous

choisissons de rester dans le cadre de la m�ethode des points critiques. Nous rappelons ci-

dessous les r�esultats de [13, 12, 87] et nous appauvrissons l'algorithme d�ecrit dans [82] (qui

d�etermine toutes les conditions de signe v�eri��ees par une famille de polynômes) de mani�ere

�a retourner au moins un point par composante connexe dans un ensemble constructible

d�e�ni par une �equation et plusieurs in�equations.

Consid�erons un ensemble semi-alg�ebrique S d�e�ni par :

P1 = : : : = Pk = 0 Q1 > 0; : : : ;Qs > 0

o�u les polynômes P1; : : : ;Pk;Q1; : : : ;Qs sont dans K[X1; : : : ;Xn]. Dans [87], le r�esultat

suivant est d�emontr�e.

Proposition 3.2 [87] Soit D une composante semi-alg�ebriquement connexe de l'ensemble

semi-alg�ebrique d�e�ni par S. Il existe une famille d'indices fi1; : : : ;i`g telle que la vari�et�e
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alg�ebrique d�e�nie par :

P1 = : : : = Pk = 0; Qi1
� " = : : : = Qi`

� " = 0

admette une composante semi-alg�ebriquement connexe CRh"i strictement incluse dans l'ex-

tension de D �a Rh"in.

Ainsi, pour donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

S, il suÆt de donner au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe sur

les vari�et�es alg�ebriques r�eelles de Rh"in d�e�nies par :

P1 = : : : = Pk = 0; Qi1
� " = : : : = Qi`

� " = 0

pour chaque famille fi1; : : : ;i`g � f1; : : : ;sg. Ces points sont donn�es sous la forme de

Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients in�nit�esimaux8>>>><>>>>:
f(";T ) = 0

g0(";T )X1 � g1(";T )
...

g0(";T )Xn � gn(";T )

Il reste alors �a tester le signe de Qj (pour j =2 fi1; : : : ;i`g) en les points d�e�nis par cette

Repr�esentation Univari�ee Rationnelle. Notons que pour donner un point dans chaque

composante semi-alg�ebriquement connexe de l'ensemble semi-alg�ebrique, il faut trouver

un rationnel e suÆsamment petit, tel que :

{ le nombre de racines r�eelles de f(";T ) ne varie pas lorsque " parcourt l'intervalle

]0;e],

{ le signe des polynômes Qj(
g1(";T )

g0(";T )
; : : : ;g1(";T )

g0(";T )
) (pour j =2 fi1; : : : ;i`g) en les racines de

f(";T ) ne varie pas lorsque " parcourt l'intervalle ]0;e].

Ceci peut se faire en calculant une d�ecomposition cylindrique alg�ebrique adapt�ee �a la

famille de polynômes

(f(";T );(Qh

j
(g0(";T );g1(";T ); : : : ;gn(";T ))j =2fi1;:::;i`g))

(o�u Qh

j
(h;X1; : : : ;Xn) est le polynôme obtenu en homog�en�eisant Qj par la variable h).

Puisqu'�a ce stade de l'algorithme, on travaille avec des polynômes de deux variables,

les optimisations de l'op�erateur projection d�ecrites dans [70] sont applicables. On note

"-Substitution la routine qui trouve un rationnel e v�eri�ant les propri�et�es ci-dessus.

On en d�eduit un premier algorithme qui donne au moins un point par composante semi-

alg�ebriquement connexe d'un ensemble semi-alg�ebrique. On note :

{ "-SA2 : une routine qui prend en entr�ee un syst�eme d'�equations polynomiales S" �
K(")[X1; : : : ;Xn]) et renvoie un ensemble de syst�emes z�ero-dimensionnels contenant

au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe dans V (S")
T
Rh"in

{ "-RUR : une routine qui prend en entr�ee un syst�eme z�ero-dimensionnel �a coeÆcients

dans K(") et renvoie une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle repr�esentant les

solutions du syst�eme d'entr�ee.
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Algorithme ESA

{ Entr�ee : Deux listes de polynômes [P1; : : : ;Pk] et [Q1; : : : ;Qs] repr�esentant un ensemble semi-

alg�ebrique S d�e�ni par plusieurs �equations P1 = : : : = Pk = 0 et plusieurs in�egalit�es Q1 >
0; : : : ;Qs > 0.

{ Sortie : Une liste de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles repr�esentant au moins un point

par composante semi-alg�ebriquement connexe dans S.
1. Construire tous les syst�emes du type

P1 = : : : = Pk = Qi1 � " = : : : = Qi`
� " = 0

o�u fi1; : : : ;i`g � f1; : : : ;sg et les mettre dans la variable list. result := []

2. Tant que list 6= [] faire

{ S" := �rst(list), enlever S" de list,

{ newlist := "-SA2(S"),

{ Pour tout S dans newlist faire

{ rur" := "-RUR(newlist),

{ remplacer " par e := "-Substitution(rur";(Qj)j =2fi1;:::;i`g). Soit rure la RUR obtenue.

{ faire result := result [ rure.

3. Retourner result.

L'algorithme SA5

Dans ce paragraphe, nous donnons un algorithme qui retourne au moins un point par

composante connexe d'une vari�et�e alg�ebrique r�eelle quelconque d�e�nie par un syst�eme

d'�equations polynomiales. Cet algorithme se d�eduit directement des propositions 3.1 et

3.2 de ce chapitre. Il utilise une d�eformation in�nit�esimale pour l'�etude des syst�emes

d'�equations et d'in�equations apparaissant au cours des calculs.

Algorithme SA5

{ Entr�ee : Un syst�eme d'�equations polynomiales S dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une liste de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles repr�esentant au moins un point

par composante semi-alg�ebriquement connexe sur V (S)
T
Rn.

1. list := LexTriSetEquiDim(S) et faire result := [],

2. Tant que list 6= [] faire

{ S := �rst(list), enlever S de list et faire newlist := [].

{ T = (td+1; : : : ;tn) := ExtractTriangular(S) et calculer esd+2; : : : ;esn.
{ newlist := newlist

S
ESA([td+1];[�esd+2; : : : ;� esn])

{ Pour tout S0 dans newlist, faire result := result
S
RUR(S [ S0).

{ Pour i 2 fd+ 2; : : : ;ng faire list := list
S
LexTriSetEquiDim(S [ fsig),

3. Retourner result.

D'un point de vue pratique, il est important de noter les points suivants :

{ Concernant l'usage de l'in�nit�esimal, on peut remarquer que celui-ci est de nature

di��erente de celle de l'in�nit�esimal introduit dans le chapitre 1 de la partie II : en
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e�et, dans cet algorithme, l'in�nit�esimal n'est pas introduit pour d�esingulariser une

vari�et�e.

{ D'apr�es le Lemme 3.1 et la Proposition 3.1 de ce chapitre, on doit calculer le r�esultant

des s�eparants de l'ensemble triangulaire modulo l'ensemble triangulaire. Il est bien

�evidemment plus eÆcace de calculer les discriminants puis de consid�erer les initiaux.

Remarque 3.2 Lorsqu'on est en dimension 1, on ne travaille plus qu'avec des polynômes

de 2 variables. Dans ces cas-l�a, il est inutile d'introduire un in�nit�esimal : on peut di-

rectement appliquer l'algorithme de D�ecomposition Cylindrique Alg�ebrique qui a un bon

comportement pour des probl�emes de deux variables.

L'algorithme ci-dessus ne doit pas être oppos�e aux algorithmes SA2/SA3 qui ont

les mêmes sp�eci�cations. En e�et, l'algorithme SA5 est con�cu pour r�eduire la taille des

d�eterminants calcul�es par les algorithmes SA2/SA3 lorsque la dimension est inf�erieure �a

la co-dimension. Dans les cas o�u c'est la co-dimension qui est inf�erieure �a la dimension, ce

sont les algorithmes SA2/SA3 qui s'av�erent les plus performants : en e�et, dans ces cas-l�a

les d�eterminants calcul�es par SA5 sont plus gros que ceux calcul�es par les algorithmes

SA2/SA3.

3.3 Optimisations

Dans cette section, nous pr�esentons deux optimisations qui peuvent être appliqu�ees aux

algorithmes d�ecrits ci-dessus faisant intervenir des in�nit�esimaux.

3.3.1 D�ecomposition de syst�emes �a coeÆcients dans K(")

Dans cette section, nous allons montrer comment, �etant donn�e un syst�eme d'�equations

polynomiales S" dans K["][X1; : : : ;Xn], on calcule une famille de bases de Gr�obner lexi-

cographiques G1;"; : : : ;G`;", �a coeÆcients dans K["] telles que :

{
p
S" = hG1;"i

T
: : :
T
hG`;"i,

{ Pour tout i dans f1; : : : ;`g, l'id�eal hGi;"i est �equi-dimensionnel,

{ Pour tout i dans f1; : : : ;`g, on peut extraire de Gi;" un ensemble triangulaire r�egulier
s�eparable Ti;" tel que sat(Ti;") = hGi;"i.

Consid�erons la famille de bases de Gr�obner r�eduites G1; : : : ;Gs obtenue par LexTriSe-

tEquiDim appliqu�ee au syst�eme d'�equations polynomiales SE obtenu en rempla�cant

l'in�nit�esimal " par la variable E pour l'ordre E < X1 < : : : < Xn. On a donc dans

K[E;X1; : : : ;Xn] : q
SE = hG1i

\
: : :
\
hGsi

On note �" l'application de sp�ecialisation de la variable E en l'in�nit�esimal ". D'apr�es le

lemme 1.7 du chapitre 1 de la partie II, on a pour tout i 2 f1; : : : ;sg, h�"(Gi)i = �"(hGii)
et �"(Gi) est une base de Gr�obner de �"(hGii). Sans nuire �a la g�en�eralit�e, on suppose

qu'il existe ` 2 IN, tel que pour f1; : : : ;`g � f1; : : : ;sg est l'ensemble des indices i tel que
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�"(Gi) ne contienne aucun �el�ement de Rh"i. Pour i 2 f1; : : : ;sg, on note Gi;" = �"(Gi).
Notons qu'on a bien �evidemment :

q
S" = hG1;"i

\
: : :
\
hG`;"i:

Soit e 2 R, on note �e l'application de sp�ecialisation de la variable E en e, et

E = fe 2 R j h�e(Gi)i = �e(hGii)g

Lemme 3.3 L'ensemble des r�eels e inclus dans E tels que h�e(Gi)i n'est pas radical est
�ni.

Preuve : D'apr�es le th�eor�eme de Sard, l'ensemble des valeurs critiques de la projection

sur l'axe de coordonn�ees de la variable E restreinte aux points r�eguliers de V (Gi) est un
nombre �ni de points. Pour toute valeur e de E n'appartenant pas �a cet ensemble �ni de

points la jacobienne associ�ee �a �e(Gi) est de rang maximal, donc pour de tels e, l'id�eal

h�e(Gi)i est radical.

D'apr�es ce lemme, les bases de Gr�obner Gi;" engendrent des id�eaux radicaux. Pour i 2
f1; : : : ;`g, soit Ti un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable extrait de Gi. On note

Ti;e = �e(Ti).

Lemme 3.4 L'ensemble des valeurs e incluses dans E telles que Ti;e n'est pas un ensemble

triangulaire r�egulier s�eparable est �ni.

Preuve : D'apr�es les d�e�nitions de r�egularit�e et de s�eparabilit�e (voir chapitre 5 de la

partie I), tester si un ensemble triangulaire est r�egulier et s�eparable revient �a tester la

non-appartenance de polynômes �a des id�eaux. Donc l'ensemble des valeurs e telles que

Ti;e est un ensemble triangulaire r�egulier s�eparable est un ouvert constructible pour la

topologie de Zariski. Donc, son compl�ementaire est soit vide, soit un ensemble �ni de

points.

D'apr�es le lemme pr�ec�edent, Ti;" � Gi;" est un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable.

Des arguments similaires �a ceux de la preuve ci-dessus montrent que :

sat(Ti;") = h�"(sat(Ti))i = hGi;"i:

On obtient l'algorithme ci-dessous :
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Algorithme "-EDD

{ Entr�ee : Un syst�eme d'�equations polynomiales S" dans K["][X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : Une famille de bases de Gr�obner lexicographiques G1; : : : ;G` telles que
{
p
S" = hG1;"i

T
: : :
ThG`;"i,

{ Pour tout i dans f1; : : : ;`g, l'id�eal hGi;"i est �equi-dimensionnel,
{ Pour tout i dans f1; : : : ;`g, on peut extraire de Gi;" un ensemble triangulaire r�egulier

s�eparable Ti;" tel que sat(Ti;") = hGi;"i.
1. Remplacer " par une variable E dans S". On obtient SE .

2. list := LexTriSetequiDim(SE) (o�u E est choisie comme �etant la plus petite des variables).

3. R�eduire chaque �el�ement de list et les mettre dans la variable result.

4. Retourner result.

3.3.2 Phase de nettoyage

Soit p 2 K[X1; : : : ;Xn] et T un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable. Dans le

chapitre 5 de la partie I, nous avons rappel�e la d�e�nition de pseudo-reste d'un polynôme

p modulo un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable ainsi que la propri�et�e suivante :

p 2 sat(T )() prem(p;T ) = 0:

Dans l'algorithme SA5, on �etudie des ensembles semi-alg�ebriques de la forme

t = 0; q1 6= 0; : : : ;qs 6= 0

Apr�es chaque appel �a "-EDD, on obtient des bases de Gr�obner lexicographiques dont on

peut extraire un ensemble triangulaire r�egulier et s�eparable. On peut alors tester pour

chacun de ces ensembles triangulaires si il existe i tel que prem(qi;T ) = 0 auquel cas la

composante dont est extrait T n'a pas lieu d'être �etudi�ee.

Il n'y a pas de raison pour qu'en toute g�en�eralit�e cette �etape de nettoyage apporte un

gain signi�catif en pratique. En revanche, il convient de remarquer que l'algorithme SA5

�etudie les projections des composantes irr�eductibles de la vari�et�e que l'on d�esire �etudier. Il

est donc fr�equent que les in�equations introduites par l'algorithme SA5 �eliminent certaines

composantes obtenues par "-EDD.

3.3.3 Calcul de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coef-

�cients in�nit�esimaux

Dans le chapitre 1 de la partie II, nous donnons un algorithme permettant de calculer

des Repr�esentations Univari�ees Rationnelles de syst�emes de n �equations polynomiales en

n variables, �a coeÆcients dans K(") et d�e�nissant un id�eal radical. Nous ne pouvons donc

pas appliquer directement cet algorithme aux syst�emes z�ero-dimensionnels �a coeÆcients

dans K(") renvoy�es par "-SA2, qui peuvent contenir plus de n �equations.

Soit S" � K(")[X1; : : : ;Xn] un de ces syst�emes et [G1; : : : ;G`] = "-EDD. Donc cha-

cune des bases de Gr�obner G1; : : : ;G` engendre un id�eal radical de K(")[X1; : : : ;Xn]. De
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plus, pour tout i 2 f1; : : : ;`g, on peut extraire de Gi un ensemble triangulaire Ti de
K(")[X1; : : : ;Xn] tel que sat(Ti) = hGii (dans K(")[X1; : : : ;Xn]) et tel que les polynômes

de Ti ont un initial appartenant �a K(") (voir [5] ou chapitre 5 de la partie I). Dans ce

cas, il est �evident que sat(Ti) = hTii dans K(")[X1; : : : ;Xn] (et que cet id�eal est radical).

Comme l'ensemble triangulaire Ti contient n polynômes, l'algorithme "-RUR d�ecrit dans

le chapitre 1 de la partie I peut être appliqu�e en prenant en entr�ee l'ensemble triangulaire

Ti.

3.4 Validation exp�erimentale

3.4.1 M�ethodologie

Nous comparons les algorithmes SA4 et SA5 propos�es dans ce chapitre �a l'algo-

rithme SA2 propos�e dans le chapitre pr�ec�edent. Nous utilisons pour ces trois algorithmes

les mêmes implantations de d�ecomposition de syst�emes polynomiaux que nous d�ecrivons

dans l'Annexe A de ce document. Le calcul de Repr�esentation Univari�ee Rationnelle �a

coeÆcients in�nit�esimaux se fait avec les outils propos�es dans le chapitre 1 de la partie

II. Les degr�es des syst�emes z�ero-dimensionnels produits d'une part par l'algorithme SA2

puis par les algorithmes SA4 et SA5 seront compar�es. Pour e�ectuer ces comparatifs, on

n'a consid�er�e que les syst�emes polynomiaux que l'algorithme SA2 r�esoud en un temps

signi�catif (> 1 sec.) ou ne peut r�esoudre. Tous les calculs ci-dessous ont �et�e e�ectu�es sur

un PC Pentium II 400 MHz avec 512 Mo de RAM de l'UMS MEDICIS [3]. Les temps

sont donn�es en secondes.

3.4.2 Algorithmes SA4/SA2

Dans le tableau 3.1, nous comparons les sommes des degr�es des syst�emes z�ero-dimen-

sionnels engemdr�es par les algorithmes SA2 et SA4. Les exemples signal�es par la pr�esence

d'un ast�erisque * sont des exemples pour lesquels l'algorithme SA4 trouve au moins un

point par composante connexe. Lorsque nous inscrivons la mention NI dans une case, ceci

signi�e que l'algorithme correspondant n'a pas pu r�esoudre le probl�eme. Il est diÆcile de ti-

rer des conclusions d'un tel tableau : il n'y a pas de di��erence entre les degr�es des syst�emes

z�ero-dimensionnels produits par les algorithmes SA2 et SA4 lorsque l'algorithme SA2

termine. Nous avons donc compl�et�e ces exp�erimentations en utilisant un prototype du lo-

giciel FGb (�ecrit en C par J.-C. Faug�ere), disponible �a l'URL https://calfor.lip6.fr.

Nous avons constat�e que le degr�e des syst�emes z�ero-dimensionnels produits par l'algo-

rithme SA4 est bien inf�erieur �a celui des degr�es des syst�emes z�ero-dimensionnels produits

par l'algorithme SA2. A titre d'exemple, l'algorithme SA2 produit un id�eal de degr�e 322

alors que l'algorithme SA4 en produit un de degr�e 67.

Dans le tableau 3.2, les temps de calcul des algorithmes SA2 et SA4 sont compar�es.

En terme de temps de calcul, la di��erence entre l'algorithme SA2 et l'algorithme SA4

s'explique par la taille des d�eterminants calcul�es. On constate que les syst�emes z�ero-

dimensionnels engendr�es par l'algorithme SA4 sont bien plus simples �a r�esoudre et ceci
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System Algorithme SA2 Algorithme SA4

Vermeer 84 84

Donati 61 61

Hairer2 NI 1

Prodecco NI 18

F633 NI 67

F744 NI 55

F855 NI 64

Tab. 3.1 { Algorithmes SA2 et SA4 : comparaison des sorties

System Algorithme SA2 + ZDS Algorithme SA4 +ZDS

Vermeer 3.32 <1

Donati 10 10

Hairer2 1 23.03

Prodecco 1 286

F633 1 5700

F744 1 40

F855 1 5664

Tab. 3.2 { Algorithmes SA2 et SA4 : comparaison des temps de calcul

induit des progr�es signi�catifs.

3.4.3 Algorithmes SA5/SA2

Dans le tableau 3.3, nous comparons la somme des degr�es des syst�emes z�ero-dimension-

nels produits par les deux algorithmes SA2 et SA5. Sur les deux seuls syst�emes que l'al-

gorithme SA2 parvient �a r�esoudre, la taille de la sortie de l'algorithme SA5 est inf�erieure

�a celle de l'algorithme SA2. Sur les exemples signi�catifs, ceci reste vrai (mais il faut

alors utiliser FGb pour s'en apercevoir).

Dans le tableau 3.4, nous comparons les temps de calcul des algorithmes SA2 et

SA5. L'algorithme SA5 semble plus eÆcace que l'algorithme SA2 sur les probl�emes

de dimension 1. Pour les syst�emes polynomiaux de dimension strictement sup�erieure �a

1, l'algorithme SA5 subit un facteur combinatoire (nombre de syst�emes �a coeÆcients

in�nit�esimaux �a �etudier) qui sont ((pr�edits)) dans les th�eor�emes de complexit�e de [13].

System Algorithme SA2 + ZDS Algorithme SA5 + ZDS

Vermeer 84 36

Donati 61

Hairer2 NI 451

Prodecco NI 36

F633 NI NI

F744 NI 113

F855 NI 142

Tab. 3.3 { Algorithmes SA2 et SA5 : comparaison des sorties
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System Algorithme SA2 + ZDS Algorithme SA5 + ZDS

Vermeer 3,32 2,8

Hairer2 NI 5684

Prodecco NI 938,6

F633 NI 1
F744 NI 198

F855 NI 8464

Tab. 3.4 { Algorithmes SA2 et SA5 : comparaison des temps de calcul

L'algorithme SA5 parvient n�eanmoins �a r�esoudre le syst�eme Hairer2 qui est inaccessible

�a l'algorithme SA2 (même en utilisant le logiciel FGb). L'algorithme SA5 ne parvient

pas �a traiter le syst�eme F633. Le calcul de Repr�esentation Univari�ee Rationnelle n'est pas

l'�etape bloquante de l'algorithme : c'est l'exploitation de ces RUR (voir section 3.2.2) qui

est d�elicate et empêche la r�esolution.

A titre indicatif, pour l'exemple F633, le degr�e maximal du syst�eme z�ero-dimensionnel

�a coeÆcients in�nit�esimaux est 31. Il fallait �etudier un ensemble constructible d�e�ni par

une �equation et seulement 5 in�equations (alors que le probl�eme de d�epart contient 10

variables et que la vari�et�e est de dimension 2). Au total, ce sont 45 syst�emes �a coeÆcients

in�nit�esimaux qui ont �et�e �etudi�es. Sur ces 45 syst�emes, 40 �etaient de dimension z�ero et de

degr�e 2 ou 3. Les 5 autres syst�emes restants �a �etudier �etaient de dimension 1. Leur �etude

par l'algorithme "-SA2 a engendr�e 2 syst�emes de degr�e 31 et 2 syst�emes de degr�e 12 et

un syst�eme de degr�e 11.

3.5 Conclusions

Nous avons montr�e comment, dans certains cas favorables, on pouvait simpli�er l'al-

gorithme SA2 pour obtenir un algorithme (SA4) qui ne d�ecide que du vide d'une vari�et�e

alg�ebrique r�eelle. Sur les exemples consid�er�es, l'algorithme obtenu o�re des performances

meilleures de plusieurs ordres de grandeur que celles de l'algorithme SA2. Le principe de

l'algorithme SA4 a �et�e g�en�eralis�e et on a ainsi obtenu un algorithme (SA5) dont le com-

portement est lui aussi meilleur que celui de l'algorithme SA2, au moins sur les exemples

consid�er�es.

Ces conslusions sont n�eanmoins partielles. En e�et, la plupart des exemples consid�er�es

sont de dimension 1 ce qui est ((avantageux)) pour l'algorithme SA5. Pour les 2 seuls

exemples de dimension 2 (Hairer2 et F633), l'algorithme SA5 semble pâtir d'un facteur

combinatoire (nombre de syst�emes �a coeÆcients in�nit�esimaux �a r�esoudre). L'�etape blo-

quante sur un seul de ces exemples est la r�esolution de syst�emes d'�equations et d'in�equati-

ons polynomiales, et plus particuli�erement la taille des Repr�esentations Univari�ees Ration-

nelles, dont l'exploitation est devenue probl�ematique sur l'exemple F633.

Ainsi, même si ces r�esultats semblent encourageants, la r�esolution des syst�emes d'�equa-

tions et d'in�equations doit faire l'objet d'une �etude plus approfondie, en particulier pour

am�eliorer le calcul de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles �a coeÆcients in�nit�esimaux

d'une part et la routine "-Substitution d'autre part. Les am�eliorations qui seraient ap-
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port�ees �a ces deux �etapes de calcul permettraient d'am�eliorer le comportement en pratique

de l'algorithme SA5.

Par ailleurs, il faut encore mieux identi�er la classe d'exemples pour laquelle les algo-

rithmes SA4 et SA5 seront plus eÆcaces que l'algorithme SA2, en particulier en r�esolvant

des applications.
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Chapitre 4

Probl�eme d'interpolation de Birkho�

R�esum�e

Soit f une fonction de IR dans IR, on note f (j) sa j-i�eme d�eriv�ee partielle. Soit
x1; : : : ;xn (avec x1 < : : : < xn) un ensemble ordonn�e de points r�eels tels que pour
une famille I de couples (i;j) 2 f1; : : : ;ng � f0; : : : ;rg les valeurs de f (j)(xi) = fi;j
soient connues. Le probl�eme qui consiste �a trouver un polynôme P 2 IR[X] de degr�e
born�e par r tel que, pour (i;j) 2 I, le polynôme P v�eri�e P (j)(xi) = fi;j s'appelle
le probl�eme d'interpolation de Birkho�.

Dans [48], L. Gonzalez-Vega montre que le probl�eme qui consiste �a d�eterminer
les listes de couples I pour lesquels le probl�eme d'interpolation de Birkho� est
r�esoluble revient �a �etudier un ensemble d'hypersurfaces. Il s'agit de v�eri�er pour
chacune d'entre elles si elles contiennent au moins un point r�eel dont aucune des
coordonn�ees n'est nulle.

Apr�es avoir rappel�e les r�esultats de [48], nous montrons comment utiliser les
algorithmes d�ecrits dans ce document pour r�esoudre ce probl�eme. Puis nous donnons
les r�esultats obtenus dans le cas n = 5 et r = 4.
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Introduction

Le probl�eme qui consiste �a interpoler une fonction inconnue f : R �! R par un po-

lynôme univari�e en connaissant les valeurs de f et de certaines de ses d�eriv�ees en des points

de R est un probl�eme classique d'Analyse num�erique et en Th�eorie de l'Approximation.

Deux cas d'Interpolation classiques ont �et�e �etudi�es et r�esolus : il s'agit de la Formule

d'Interpolation de Lagrange et du Probl�eme d'Interpolation de Hermite. Dans le premier

cas, les valeurs de f en les points x0 < : : : < xn sont connues et la Formule d'Interpolation

de Lagrange montre l'existence d'un unique polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a n

interpolant f en les xi.

Le probl�eme d'Interpolation de Hermite g�en�eralise le cas pr�ec�edent en incluant des

informations sur les d�eriv�ees de f . Soit x1 < : : : < xn des points donn�es et �1; : : : ;�n des

entiers positifs : le Probl�eme d'Interpolation de Hermite est r�esolu en prouvant qu'il existe

un unique polynôme P de degr�e inf�erieur ou �egale �a �1 + : : : + �n � 1 tel que pour tous

k 2 f1; : : : ;ng et j 2 f0; : : : ;�k � 1g l'�egalit�e suivante est v�eri��ee :

f (j)(xk) = P (j)(xk):

Les probl�emes d'interpolation peuvent être pr�esent�es de mani�ere g�en�erale en d�ecrivant les

conditions d'interpolation en termes de matrices d'incidence : de telles matrices contien-

nent l'information connue sur f .

D�e�nition 4.1 Soit n et r deux entiers tels que n � 1 et r � 0. La matrice

E =

0BB@
e1;0 : : : e1;r
...

...

en;0 : : : en;r

1CCA
est appel�ee matrice d'incidence si ei;j 2 f0;1g pour tout couple (i;j).

Pour une matrice d'incidence, on note jEj le nombre de 1 dans E :

jEj =
X
i;j

ei;j

Dans le cas o�u jEj est �egal au nombre de colonnes dans E , on dira que E est une matrice

d'incidence normale.

Soit � = fx1; : : : ;xng un ensemble de nombres r�eels tels que x1 < : : : < xn et F une

matrice de nombre r�eels donn�es ayant le même nombre de rang�ees et de colonnes que

E et dont on notera les �el�ements fi;j. Le probl�eme de d�eterminer un polynôme P dans

R[x1; : : : ;xn] de degr�e plus petit que r qui interpole F en (�;E) c'est-�a-dire qui v�eri�e les
conditions :

P (j)(xi) = fi;j ssi ei;j = 1

est connu sous le nom de Probl�eme d'Interpolation de Birkho�.

D�e�nition 4.2 Une matrice d'incidence normale E ayant n rang�ees et r+1 colonnes est

dite �equilibr�ee si pour tout choix de noeuds x1 < : : : < xn et d'une matrice F il existe un

unique polynôme P de degr�e inf�erieur ou �egal �a r qui interpole F en (�;E).
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Un premier exemple de matrice d'incidence �equilibr�ee est celle qui correspond �a la Formule

d'Interpolation de Lagrange (avec r = n� 1) :0BBBB@
1 0 0 : : : 0

1 0 0 : : : 0
...

...
...

...

1 0 0 : : : 0

1CCCCA
Un second exemple vient du Probl�eme d'Interpolation de Lagrange : pour tout choix

d'entiers positifs �1; : : : ;�n, la matrice ayant n rang�ees et N = �1 + : : :+ �n colonnes telle

que dans la i-i�eme rang�ee, il y ait �i 1 est �equilibr�ee.

Dans tout ce chapitre, nous nous r�ef�erons �a [48]. Dans la premi�ere section, nous rappe-

lons [48] comment caract�eriser les matrices d'incidence normales pour le Probl�eme d'In-

terpolation de Birkho�. En particulier, dans [48], L. Gonzalz-Vega montre que si l'on

sait r�esoudre un certain probl�eme d'�elimination des quanti�cateurs, on sait d�ecider si une

matrice d'incidence donn�ee est �equilibr�ee. La deuxi�eme section de ce chapitre rappelle

comment L. Gonzalez-Vega simpli�e ce probl�eme en le ramenant �a l'�etude d'un ensemble

semi-alg�ebrique dont on doit d�ecider s'il est vide ou pas. Dans la troisi�eme section, nous

d�ecrivons les strat�egies de r�esolution que nous allons utiliser pour exprimer cet ensemble

alg�ebrique plus simplement. Puis, nous rappellerons les algorithmes que nous avons uti-

lis�es pour r�esoudre ce probl�eme dans le cas n = 5 et r = 4, dont une r�esolution partielle et

non automatis�ee e`st d�ej�a propos�ee dans [80]. En�n, nous donnons les r�esultats obtenus.

4.1 Caract�erisation des matrices �equilibr�ees

Dans cette section, on montre comment d�eterminer si une matrice d'incidence donn�ee

est �equilibr�ee en utilisant des techniques de Calcul Formel. Ceci revient en particulier

�a d�eterminer si un syst�eme d'�equations lin�eaires (dont la matrice d�epend de plusieurs

param�etres qu'on appellera noeuds) a une unique solution. Soit a0; : : : ;ar les ind�etermin�ees

et Pr(x) le polynôme g�en�erique de degr�e r

Pr(x) = arx
r + : : :+ a0:

Alors, une matrice d'incidence E ayant n rang�ees et r colonnes est �equilibr�ee si pour tout

ensemble � = fx1; : : : ;xng de nombres r�eels tels que x1 < : : : < xn et pour toute matrice

de nombres r�eels F (ayant n rang�ees et r + 1 colonnes) le syst�eme d'�equations :

P (j)
r
(xi) = fi;j ssi ei;j = 1

a une unique solution. Dans la suite, on note ME la matrice associ�ee au syst�eme lin�eaire

qui caract�erise le polynôme d'interpolation de � et E .
La proposition ci-dessous montre comment on r�eduit le probl�eme �a l'�etude des matrices

d'incidence normales : les matrices ME �a �etudier sont toujours des matrices carr�ees.

Proposition 4.1 Soit E une matrice d'incidence �equilibr�ee ayant n rang�ees et r + 1

colonnes. Alors, E est normale, c'est-�a-dire que

jEj = r + 1:
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Preuve : La matrice d'incidence est �equilibr�ee si pour tout ensemble � = fx1; : : : ;xng de
nombres r�eels tels que x1 < : : : < xn et pour toute matrice de nombres r�eels F (ayant n

rang�ees et r + 1 colonnes) le syst�eme d'�equations lin�eaires :

P (j)
r
(xi) = fi;j ssi ei;j = 1

a une unique solution. La matrice associ�eeME �a ce syst�eme a jEj rang�ees et r+1 colonnes.

On en d�eduit que E est normale puisque l'application lin�eaire associ�ee �aME est bijective.

Exemple 4.1 Soit E la matrice d'incidence normale d�e�nie par :

E =

0B@ 1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

1CA
Alors la matrice ME associ�ee �a E est

ME =

0BBBBBBBB@

1 x1 x21 x31 x41 x51
1 x2 x22 x32 x42 x52
0 1 2x2 3x22 4x32 5x42
0 1 2x3 3x23 4x33 5x43
0 0 2 6x2 12x22 20x32
0 0 0 6 24x1 60x21

1CCCCCCCCA
Exemple 4.2 Soit EL la matrice d'incidence normale correspondante �a la Formule d'In-

terpolation de Lagrange 0BBBB@
1 0 0 : : : 0

1 0 0 : : : 0
...

...
...

...

1 0 0 : : : 0

1CCCCA
Alors la matrice d'incidence MEL

associ�ee �a EL est

ME =

0BBBB@
1 x1 x21 : : : xn�11

1 x2 x22 : : : xn�12
...

...
...

...

1 xn x2
n

: : : xn�1
n

1CCCCA
Soit EH la matrice d'incidence normale correspondante au Probl�eme d'Interpolation de

Hermite associ�e �a �1; : : : ;�n (N = �1 + : : : + �n). Alors la matrice MEH
a la structure

suivante :

MEH
=

0BBBB@
P1

P2

...

Pn

1CCCCAPj =

 
@k

@xj

h
1 xj x2

j
x3
j

: : : xN�1j

i!
0�k��k�1
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La proposition r�eduit le probl�eme de d�eterminer si une matrice d'incidence normale

est �equilibr�ee �a un probl�eme d'�elimination des quanti�cateurs sur les r�eels.

Proposition 4.2 Soit E une matrice d'incidence normale. Alors E est �equilibr�ee si et

seulement si le d�eterminant de ME ne s'annule pas pour tout ensemble de nombres r�eels

� = fx1; : : : ;xng tels que x1 < : : : < xn.

Preuve : Si E a n rang�ees et r + 1 colonnes alors E est �equilibr�ee si et seulement si le

syst�eme d'�equations lin�eaires

ME

0BBBB@
a0
a1
...

ar

1CCCCA =

0BBBB@
f0
f1
...

fr

1CCCCA
a une unique solution pour tout choix de � = fx1; : : : ;xng avec x1 < : : : < xn et pour

tout choix de F = ff0; : : : ;frg. Ceci est clairement �equivalent �a la non annulation du

d�eterminant de ME pour tout ensemble de nombre r�eels � = fx1; : : : ;xng tels que x1 <

: : : < xn.

Pour une matrice d'incidence normale E donn�ee, on note DE le d�eterminant de ME .

D'apr�es la proposition pr�ec�edente, d�eterminer si une matrice d'incidence normale E est

�equilibr�ee est un probl�eme qui se r�eduit �a trouver un ensemble de nombres r�eels � =

fx1; : : : ;xng tels que :

x1 < : : : < xn et DE(x1; : : : ;xn) = 0:

4.2 Simpli�cation du probl�eme

Dans cette section, la structure de la matrice ME est �etudi�ee pour obtenir plus d'infor-

mation sur le polynôme DE .

Proposition 4.3 Soit E une matrice d'incidence ayant n rang�ees et r + 1 colonnes,

qui n'est pas n�ecessairement normale. Alors les �equations du syst�eme lin�eaire associ�e

au Probl�eme d'Interpolation de Birkho� pour E peuvent être ordonn�ees de mani�ere �a ce

que la matrice ME ait la structure suivante :

ME =

0BBBB@
B0

B1

...

Br

1CCCCA
o�u chaque sous-matrice Bk s'�ecrit comme :

Bk =

0BBB@
0 : : : k!

�
k

k

�
k!
�
k+1
k

�
xi(1;k) : : : k! (r

k
)xr�k

i(1;k)

...
...

...
...

0 : : : k!
�
k

k

�
k!
�
k+1
k

�
xi(ek;k) : : : k! (r

k
) xr�k

i(ek;k)

1CCCA
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o�u ek est le nombre de 1 dans la k-i�eme colonne de E et i(u;k) est l'�el�ement de f1; : : : ;ng
tel que le u-i�eme 1 dans la k-i�eme colonne de E soit �a la i(u;k)-i�eme ligne de E .

Preuve : Il est suÆsant de regarder les �equations du syst�eme lin�eaire consid�er�e en regar-

dant les 1 dans E par colonnes, c'est-�a-dire, d'abord les �equations correspondantes �a P

pusi celles de P (1), et ainsi de suite...

Dans la suite, nous montrons comment ramener ce probl�eme d'�elimination des quan-

ti�cateurs �a un probl�eme plus alg�ebrique de th�eorie existentielle des r�eels.

Proposition 4.4 Soit E une matrice d'incidence normale ayant n rang�ees et r + 1 co-

lonnes. Si `i;j (1 � i < j � n) est le nombre de colonnes dans E telles que

Ei;k = 1; et Ej;k = 1

alors (xi � xj)
`i;j divise le polynôme DE .

Preuve : D'apr�es la proposition 4.3, pour chaque triplet (i;j;k) tel que 1 � i < j � n et

0 � k � n v�eri�ant

Ei;k = 1; et Ej;k = 1

il existe dans ME deux colonnes correspondantes �a P (k)(xi) et P
(k)(xj). En soustrayant

la premi�ere �a la deuxi�eme, il est alors clair que (xi�xj) divise DE . On peut appliquer ceci

`i;j fois, et donc (xi � xj)
`i;j divise DE .

La proposition ci-dessus montre que l'on peut simpli�er le polynôme DE en le divisant

par (xi � xj)
`i;j , mais comme le montre l'exemple ci-dessous `i;j n'est pas la puissance

maximale de (xi � xj) divisant DE .

Exemple 4.3 Soit E la matrice d'incidence de l'exemple 4.1. Dans cet exemple le po-

lynôme DE se factorise de la mani�ere suivante :

DE = �36(x2 � x3)
2(x1 � x2)

4(6x21 � 12x1x3 � x22 + 2x2x3 + 5x23):

Or, dans ce cas `1;2 = 1 et `2;4 = 1.

Ceci nous am�ene �a introduire l'entier Li;j comme �etant la plus grande puissance de (xi�xj)
qui divise DE .

D�e�nition 4.3 Soit E une matrice d'incidence normale. L'indicateur d'�equilibre de E est

le polynôme �a coeÆcients entiers :

eDE =
DEQ

1�i<j�n(xj � xi)Li;j
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On peut alors travailler avec l'indicateur d'�equilibre d'une matrice d'incidence nor-

male E pour �etudier si elle est �equilibr�ee. Revenons �a l'exemple pr�ec�edent. L'indicateur

d'�equilibre de E est alors :

eDE = �36(6x21 � 12x1x3 � x22 + 2x2x3 + 5x23):

Il est facile de voir qu'on a

eDE = �36(6(x1 � x3)
2 � (x2 � x3)

2)

En e�ectuant la substitution :

x2 � x1 = t21 x3 � x2 = t22 =) x3 � x1 = t21 + t22

on obtient eDE(t1;t2) = �36(5t41 + 12t21t
2
2 + 6t42)

ce qui nous permet alors de conclure que E est �equilibr�ee puisque pour tout x1 < x2 < x3
le polynôme eDE est strictement n�egatif (ce qui implique que DE est strictement n�egatif).

Exemple 4.4 Les d�eterminants des matricesMEL
(issus de l'Interpolation de Lagrange)

et des matrices MEH
(issus de l'Interpolation de Hermite) sont

DEL
=
Y
i<j

(xj � xi) DEH
=

nY
k=1

�k�1Y
�=0

�!
Y
i<j

(xj � xi)
�j�i

Les indicateurs d'�equilibre correspondants sont �egaux �a des nombres entiers non nuls.

Pour d�eterminer si une matrice d'incidence normale est �equilibr�ee, on va suivre la

m�ethode appliqu�ee pour r�esoudre l'exemple 4.3.

4.3 Strat�egies de r�esolution

4.3.1 Premiers ingr�edients

Proposition 4.5 Soit E une matrice d'incidence normale ayant n rang�ees et r + 1 co-

lonnes. Soit t1; : : : ;tn�1 de nouvelles variables. Le polynôme

HE =
eDE(x1;x1 + t21;x1 + t21 + t22; : : : ;x1 +

n�1X
i=1

t2
i
)

est un polynôme dans Z[t1; : : : ;tn�1].

Preuve : On raisonne par l'absurde. Soit d > 0 le degr�e de HE en x1. On peut alors �ecrire

HE sous la forme :

HE = ad(t1; : : : ;tn�1)x
d

1 + : : :+ a1(t1; : : : ;tn�1)x1 + a0(t1; : : : ;tn�1)
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o�u les ai sont des polynômes �a coeÆcients entiers et ad est non identiquement nul.

Ce dernier point implique l'existence d'un (n � 1)-uplet (�1; : : : ;�n�1) 2 Cn�1 tel que

ad(�1; : : : ;�n�1) 6= 0 et l'existence d'un complexe � 2 C tel que

HE(�1; : : : ;�n�1;�) = 0:

Donc, il existe � 2 C, tel que HE(�1; : : : ;�n�1;�+�) 6= 0 Alors en adaptant les �enonc�es au

cas complexe, le Probl�eme d'Interpolation de Birkho� a une unique solution Q(x) pour E
et les noeuds :

� + �;� + � + t21; : : : ;� + � +
nX
i=1

t2
i
:

Or, ceci implique que P (x) = Q(x+ �) est l'unique solution du Probl�eme d'Interpolation

de Birkho� pour E et les noeuds :

�;�+ t21; : : : ;� +
nX
i=1

t2
i
:

et que HE(�1; : : : ;�n�1;�) 6= 0.

Proposition 4.6 Soit E une matrice d'incidence normale ayant n rang�ees et r + 1 co-

lonnes. Alors le polynôme HE est homog�ene et son degr�e est strictement born�e par 2nr.

Preuve : Soit � une nouvelle variable. Alors

HE(�t1; : : : ;�tn�1) = eDE(0;�2t21;�2(t21 + t2)
2; : : : ;�2

n�1X
i=1

t2i ) =

rX
j=0

aj(t1; : : : ;tn�1)�
j = R(t1; : : : ;tn�1;�)

Si HE est nul ou constant, il n'y a rien �a prouver. On montre dans la suite qu'il existe au

moins un aj qui est non identiquement nul. Si il existe ai(t1; : : : ;tn�1) et ak(t1; : : : ;tn�1)

qui sont di��erents de z�ero, alors il existe un (n� 1)-uplet (�1; : : : ;�n�1) 2 Rn�1 tel que :

HE(�1; : : : ;�n�1):ai(�1; : : : ;�n�1):ak(�1; : : : ;�n�1) 6= 0:

Alors le polynôme R(�1; : : : ;�n�1;�) a une solution �0 non nulle et non n�ecessairement

r�eelle. Puisque HE(�1; : : : ;�n�1) 6= 0, le Probl�eme d'Interpolation de Birkho� pour E a

une unique solution pour les noeuds

�1 = f0;t21; : : : ;
n�1X
i=1

t2
i
g

qui est aussi une solution du Probl�eme d'Interpolation de Birkho� pour E et les noeuds :

�2 = f0;�20t
2
1; : : : ;�

2
0

n�1X
i=1

t2
i
g

puisque si P (x) r�esoud l'interpolation en (�1;E) et F alors P (x=�20) r�esoud l'interpolation

en (�2;E) et F . Ce dernier point implique que R(�1; : : : ;�n�1;�0) 6= 0, ce qui est absurde.
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On a donc prouv�e qu'il existe un entier m tel que

HE(�t1; : : : ;�tn�1) = �mR(t1; : : : ;tn�1)

ce qui implique que HE est homog�ene.

On reprend les notations introduites dans la proposition 4.3, il est clair que le degr�e

de DE est born�e par
r�1X
k=0

(r � k)ek:

Or, la somme des ek est �egale �a n, donc la borne ci-dessus est �egale �a

nr �
r�1X
k=0

kek

qui est strictement inf�erieure �a nr.

Corollaire 4.1 Soit E une matrice d'incidence normale. Le polynôme HE a des racines

r�eelles (t1; : : : ;tn�1) telles que t1 : : : tn�1 6= 0 si et seulement si la matrice E est �equilibr�ee.

Preuve : Si E n'est pas �equilibr�ee alors alors il existe � = fx1; : : : ;xng � Rn tel que

x1 < : : : < xn et eDE(x1; : : : ;xn) = 0. En posant ti = (xi+1 � xi)
1=2, on a (t1; : : : ;tn�1) qui

est une racine r�eelle de HE avec bien sur pour tout i ti 6= 0.

R�eciproquement, soit (t1; : : : ;tn�1) une racine r�eelle de HE dont aucune des coor-

donn�ees n'est nulle. Alors, en posant x1 = 0 et xi+1 = xi + t2
i
, on a eDE(x1; : : : ;xn) = 0 et

E n'est pas �equilibr�ee.

Puisque H est homog�ene et puisque on en cherche des solutions r�eelles dont aucune

des coordonn�ees n'est nulle, le r�esultat suivant est imm�ediat.

Corollaire 4.2 Soit E une matrice d'incidence normale. Le polynôme HE a des racines

r�eelles de la forme (1;t2; : : : ;tn�1) telles que t2 : : : tn�1 6= 0 si et seulement si la matrice E
est �equilibr�ee.

Ainsi, si on �xe n et r la r�esolution du Probl�eme d'Interpolation de Birkho� est

�equivalente �a d�ecider si des hypersurfaces contiennent des points r�eels dont aucune des

coordonn�ees r�eelles. Ceci montre d'une part que le Probl�eme d'Interpolation de Birkho�

pour n et r �x�es est d�ecidable et permet de donner des bornes de complexit�e pour ce

probl�eme.

4.3.2 R�esultats suppl�ementaires

On va donc travailler avec n et r �x�es. On note :

{ IN n;r l'ensemble des matrices d'incidence normale ayant n rang�ees et r+1 colonnes,

{ Pn;r l'ensemble des matrices d'incidence normale �equilibr�ees ayant n rang�ees et r+1

colonnes,
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{ Sn le n-i�eme groupe sym�etrique.

Si � 2 Sn et E 2 IN n;r, alors �(E) repr�esentera la matrice d'incidence normale obtenue

en permutant les rang�ees de E selon �. Une premi�ere remarque importante est que l'image

d'une matrice d'incidence normale �equilibr�ee par � n'est pas forc�ement �equilibr�ee.

D�e�nition 4.4 Deux matrices �equilibr�ees E1 et E2 sont dites �equivalentes si et seulement

si il existe une permutation � 2 Sn telle que �(E1) = E2. On notera alors E1 � E2.

Il est ais�e de montrer que � est une relation d'�equivalence dans Pn;r. L'ensemble des classes

d'�equivalence sera not�e Pn;r= �. Dans [48], l'auteur �enonce les trois r�esultats suivants :

Th�eor�eme 4.1 Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 3. Le nombre de matrices d'incidence

normale ayant n rang�ees et 3 colonnes qui sont �equilibr�ees est �egal �a :

mn;2 = (n1 ) + 12 (n2) + 15 (n3 ) :

Proposition 4.7 Soit n en entier sup�erieur ou �egal �a 1. Le nombre de matrices d'inci-

dence normale ayant n rang�ees et 2 colonnes qui sont �equilibr�ees est �egale �a :

mn;1 = (n1 ) + 3 (n2 ) :

Th�eor�eme 4.2 Soit n et r deux entiers sup�erieurs ou �egaux �a 1. Pour toute classe

d'�equivalence C dans Pr+1;r= � d'une matrice E d'incidence normale �equilibr�ee, on note :

{ rC le nombre de rang�ees non nulles dans E,
{ kC le nombre de matrices di��erentes dans C apr�es en avoir e�ac�e les rang�ees nulles.

Alors, le nombre d'�el�ements de Pn;r est �egal �a :

mn;r =
X

C2Pr+1;r=�

kC:
�
n

rC

�
:

4.4 Les algorithmes utilis�es

Dans cette section, nous rappelons bri�evement les algorithmes utilis�es pour la r�esolution

du Probl�eme d'Interpolation de Birkho� avec n et r �x�es.

4.4.1 Etude de l'hypersurface

On va commencer par occulter le fait que on cherche �a d�eterminer si une hypersurface

admet des points r�eels dont aucune des coordonn�ees n'est nulle pour �etudier directement

ces hypersurfaces, sans prendre en compte, dans un premier temps, cette sp�eci�cit�e du

probl�eme. Pour �etudier les hypersurfaces nous avons utilis�e l'algorithme d�ecrit dans le

Chapitre 2 que nous rappelons ci-dessous.
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Algorithm 3

{ Input : Un syst�eme S d'�equations polynomiales dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Output : Une liste de syst�emes z�ero-dimensionels tel que l'ensemble de leurs solutions est in-

clus dans V (S) et contient au moins un point par composante semi-alg�ebriquement connexe de

V (S)
T
Rn.

1. list := LexPrimeDecomposition(S), result := [],

2. Choisir A 62 V (S).

3. Tant que list 6= ; faire
{ S := �rst(list), et enlever S de list, poser d = Dim(S),

{ Si d = 0 alors result := result
S
S,

{ Sinon

{ T = ExtractT riangular(S).

{ (*) Q = �A(T )
S
S et poser u = Dim(Q)

{ Si u = d choisir un autre point A 62 S et aller au pas (*).

{ d := u ; list := list
S
LexPrimeDecomposition(Q),

4. Retourner result.

Notons que nous obtenons en sortie une liste de Repr�esentations Univari�ees Ration-

nelles

(f(T );g0(T );g1(T ); : : : ;gn(T )):

Ainsi, pour d�etecter si une racine r�eelle trouv�ee a au moins une de ses coordonn�ees nulles,

il suÆt de calculer le gcd(f(T );gi(T )) pour i 2 f1; : : : ;ng.
Trois cas peuvent alors se produire :

{ l'hypersurface est vide du point de vue r�eel et on peut conclure que la matrice d'in-

cidence normale associ�ee au polynôme d�e�nissant cette hypersurface est �equilibr�ee,

{ l'hypersurface contient au moins un point r�eel dont toutes les coordonn�ees sont non

nulles et on peut conclure que la matrice d'incidence normale associ�ee au polynôme

d�e�nissant cette hypersurface n'est pas �equilibr�ee,

{ on n'a trouv�e sur l'hypersurface que des points r�eels ayant au moins une de ses

coordonn�ees nulles; dans ce cas on ne peut rien conclure a priori.

Ce dernier cas fait l'objet des deux paragraphes suivants.

4.4.2 Racines �a coordonn�ees nulles : premier cas

Soit une hypersurface d�e�nie par P = 0. Dans cette section, on suppose que :

{ tous les points r�eels trouv�es sur cette hypersurface ont au moins une coordonn�ee

nulle,

{ parmi ces points, il en existe un (que l'on appelle M) tel que le vecteur gradient en

M de V (P ),
�!

gradM (P ), est non nul.

On va montrer le r�esultat suivant :

Lemme 4.1 Soit P 2 IR[t1; : : : ;tn] et V (P ) l'hypersurface d�e�nie par P = 0. Soit M =
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(�1; : : : ;�n) 2 V (P ) \ IRn tel que
�!

gradM (P ) = (g1; : : : ;gn) 6=
�!

0 , et I = fi1; : : : ;ikg �
f1; : : : ;ng l'ensemble des indices pour lesquels �i est nul.

Si
�!

grad
M
(P ) n'est co-lin�eaire �a aucun des axes de coordonn�ees (ti)i2I , alors il existe

un point M 0 dans V (P ) \ IRn dont aucune des coordonn�ees n'est nulle.

Preuve :

{ On note
�!

ei le vecteur dont toutes les coordonn�ees sont non nulles sauf la i-i�eme.

On suppose dans un premier temps que I = fjg (la j-i�eme coordonn�ee de M est

nulle et c'est la seule). Puisque
�!

gradM (P ) et le vecteur
�!

ej ne sont pas parall�eles,

et puisque
�!

grad
M
(P ) 6=

�!

0 , d'apr�es [34] p. 59, il existe

{ un vecteur
�!

u de l'espace tangent �a V (P ) \ IRn tel que
�!

u :
�!

ej = uj 6= 0

{ et  � V (P )\ IRn une courbe passant par M et dont le vecteur tangent en M

est
�!

u .

Dans un voisinage de M , tout point N = (x1; : : : ;xn) de  s'�ecrit :

8i 2 f1; : : : ;ng xi = �i + �ui + o(�)ui:

Donc, il existe un rationnel �0 suÆsamment petit tel que xj = �0uj + o(�0)uj soit

non nul. Le point N correspondant a sa j-i�eme coordonn�ee non nulle.

{ On conclut de mani�ere analogue en choisissant
�!

u tel que 8i 2 I
�!

u :
�!

ei = ui 6= 0,

ce qui est possible car
�!

gradM (P ) n'est co-lin�eaire �a aucun des vecteurs
�!

ei (pour

i 2 I) et qu'il est non nul.

On se donne une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle

(f(T );g0(T );g1(T ); : : : ;gn(T ))

Il est possible de savoir si un des points d�e�nis �a des coordonn�ees nulles en calculant le

pgcd de f et de chacun des gi. Notons que ce calcul peut être fait, dans un premier temps,

modulo un nombre premier. Dans ce cas, si il est non nul, on sait que ce pgcd est non nul

sur les entiers. Si il est nul, on refait le calcul sur les entiers.

Si ce pgcd est non trivial, on obtient un polynôme univari�e dont on va tout de suite

v�eri�er si il a des racines r�eelles. Si il n'en a pas, cela veut dire que la RUR ne d�e�nit pas

de points r�eels ayant au moins une coordonn�ee nulle. Si il en a, il faut d�eterminer quelles

sont les coordonn�ees nulles des vecteurs gradients en ces points.

Pour cela, on homog�en�eise les polynômes repr�esentant ces coordonn�ees. Puis, on rem-

place la variable d'homog�en�eisation par g0 et chacun des Xi par gi. On obtient un po-

lynôme univari�e dont on peut alors calculer le pgcd avec f .
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4.4.3 Racines �a coordonn�ees nulles : deuxi�eme cas

Cette section traite du cas o�u les hypoth�eses du lemme pr�ec�edent ne sont pas v�eri��ees.

Deux strat�egies sont applicables :

{ ou bien on applique les strat�egies bas�ees sur les d�eformations in�nit�esimales inspir�ees

du Chapitre??,

{ ou bien on introduit l'�equation TX1 : : :Xn� 1 = 0 (o�u T est une nouvelle variable)

dans les syst�emes d'�equations que nous allons �etudier.

4.5 La r�esolution en pratique : le cas r = 4, n = 5

Le traitement du cas r = 4, n = 5 n�ecessite l'�etude de 53130 hypersurfaces. Sur les

53130 hypersurfaces, 42925 d'entre elles sont d�e�nies par un polynôme constant. Dans

le but de r�eduire le nombre d'appels aux algorithmes HA3 et SA2 toutes les variables

(sauf une) des polynômes sont sp�ecialis�ees en des valeurs non nulles a�n d'obtenir des

polynômes univari�es dont on teste si ils admettent une racine r�eelle di��erente de 0 (ces

tests sont e�ectu�es par l'implantation de l'algorithme d'Uspensky dans RS, F. Rouillier).

Nous avons utilis�e les implantations des algorithmes HA3 et SA2 faisant appel aux

logiciels Gb, AGb (d�edi�es au calcul de base de Gr�obner, �ecrit par J.-C. Faug�ere) et RS

(d�edi�e au calcul de Repr�esentations Univari�ees Rationnelles et au comptage des racines

r�eelles de polynômes univari�es, �ecrit par F. Rouillier).

Ainsi, il n'a fallu au total qu'un millier d'appels aux algorithmes HA3 et SA2 pour

traiter ce cas. Parmi les hypersurfaces �etudi�ees, seules 102 d'entre elles contiennent une

in�nit�e de points singuliers. Nous en donnons la liste ci-dessous. Pour toutes les hyper-

surfaces contenant au plus un nombre �ni de points singuliers, les algorithmes HA3 ou

SA2 ont permis de montrer, soit que leur lieu r�eel est vide, soit qu'il contient au moins

un point dont aucune des coordonn�ees n'est nulle.

[1+2*t2^2-2*t3^2-2*t4^2+t2^4-2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2+3*t3^4+6*t3^2*t4^2+3*t4^4,

3+6*t2^2-2*t3^2-2*t4^2+3*t2^4-2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

-1-2*t2^2+t3^2+t4^2-t2^4+t2^2*t3^2+t2^2*t4^2-t3^4-2*t3^2*t4^2-t4^4,

2*t3^2+2*t2^2+1+t2^4+2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2-2*t4^2+t3^4+3*t4^4,

6*t2^2+3*t2^4+6*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2+3*t3^4+t4^4+6*t3^2-2*t4^2+3,

-2*t2^2-t2^4-2*t2^2*t3^2+t2^2*t4^2+t3^2*t4^2-t3^4-t4^4-2*t3^2+t4^2-1,

-t3^6-t4^6-3*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^2-t2^2*t4^4-t2^2*t3^4+t2^4*t4^2+t2^4*t3^2-3*t2^2-3*t2^4+t3^2+t4^2-t3^4-

t4^4-1-t2^6-2*t2^2*t3^2*t4^2-2*t3^2*t4^2+2*t2^2*t4^2+2*t2^2*t3^2,

-t3^6-t4^6-1-t3^2*t4^4+t3^4*t4^2-t2^2*t4^4-3*t2^2*t3^4+t2^4*t4^2-3*t2^4*t3^2-t2^6+2*t2^2*t3^2*t4^2-

3*t2^4-3*t3^2-3*t2^2-t4^4+t4^2-3*t3^4+2*t2^2*t4^2-6*t2^2*t3^2+2*t3^2*t4^2,

-t3^6-t4^6-9*t2^4-3-9*t2^2-3*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^2-3*t2^2*t4^4-3*t2^2*t3^4+3*t2^4*t4^2+3*t2^4*t3^2-

3*t4^4-3*t3^4+3*t4^2+3*t3^2-3*t2^6-6*t2^2*t3^2*t4^2-6*t3^2*t4^2+6*t2^2*t4^2+6*t2^2*t3^2,

-3*t3^6-t4^6-3*t3^2*t4^4+3*t3^4*t4^2-3*t2^2*t4^4-9*t2^2*t3^4+3*t2^4*t4^2-9*t2^4*t3^2-3-9*t2^2-9*t3^2-

9*t2^4-9*t3^4-18*t2^2*t3^2+6*t2^2*t4^2+6*t3^2*t4^2-3*t2^6+3*t4^2-3*t4^4+6*t2^2*t3^2*t4^2,

1+2*t2^2-t3^2-t4^2+t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

1+2*t3^2+2*t2^2+t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4-t4^2,

-6*t2^2*t3^2*t4^2-t2^8-2*t2^6-t2^4+2*t2^6*t4^2+2*t2^6*t3^2-t4^4-t3^4-3*t2^4*t4^4-3*t2^4*t3^4-3*t2^2*t4^4-

3*t2^2*t3^4-6*t2^4*t3^2*t4^2+3*t2^4*t4^2+3*t2^4*t3^2-2*t3^2*t4^2+t2^2*t4^2+t2^2*t3^2,

-2*t3^6-3*t3^2*t4^4+3*t3^4*t4^2-3*t2^2*t4^4-6*t2^2*t3^4+3*t2^4*t4^2-6*t2^4*t3^2-2*t2^6-t2^4-2*t2^2*t3^2+

t2^2*t4^2+t3^2*t4^2-t2^8-t3^4-t4^4+6*t2^2*t3^2*t4^2+2*t2^6*t4^2-4*t2^6*t3^2-3*t2^4*t4^4-6*t2^4*t3^4+

6*t2^4*t3^2*t4^2-t3^8-6*t2^2*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^4+2*t3^6*t4^2+6*t2^2*t3^4*t4^2-4*t2^2*t3^6,

2*t2^2*t3^2*t4^2-t2^8+2*t2^6-t3^4-3*t2^4+t2^2*t4^4+3*t2^4*t4^2-t4^4-3*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2-2*t2^6*t4^2-

2*t2^6*t3^2-t2^4*t4^4-t2^4*t3^4+t2^2*t3^4+3*t2^4*t3^2-3*t2^2*t3^2-2*t2^4*t3^2*t4^2,

2*t3^6+t3^2*t4^4+3*t3^4*t4^2+t2^2*t4^4+6*t2^2*t3^4+3*t2^4*t4^2+6*t2^4*t3^2+2*t2^6-3*t2^4-6*t2^2*t3^2-

3*t2^2*t4^2-3*t3^2*t4^2-t2^8-3*t3^4-t4^4+6*t2^2*t3^2*t4^2-2*t2^6*t4^2-4*t2^6*t3^2-t2^4*t4^4-6*t2^4*t3^4-
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6*t2^4*t3^2*t4^2-t3^8-2*t2^2*t3^2*t4^4-t3^4*t4^4-2*t3^6*t4^2-6*t2^2*t3^4*t4^2-4*t2^2*t3^6,

-t2^4+t2^2*t3^2+t2^2*t4^2-t3^4-2*t3^2*t4^2-t4^4,

-t2^4-2*t2^2*t3^2+t2^2*t4^2+t3^2*t4^2-t3^4-t4^4,

1+2*t2^2-t3^2-t4^2+t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

1+2*t3^2+2*t2^2+t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4-t4^2,

-1-2*t2^2+t3^2+t4^2-t2^4+t2^2*t3^2+t2^2*t4^2-t3^4-2*t3^2*t4^2-t4^4,

-t4^4+t3^2*t4^2+3*t3^4*t4^2-2*t2^2*t4^4+2*t2^2*t3^2*t4^2-t3^4-2*t3^6-2*t2^2*t3^4-3*t3^2*t4^4-t2^4*t4^4-

t2^4*t3^4+t2^4*t3^2*t4^2-t3^8-3*t2^2*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^4+2*t3^6*t4^2+3*t2^2*t3^4*t4^2-2*t2^2*t3^6,

1+2*t2^2-t3^2-t4^2+t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

-3*t3^2*t4^2+3*t3^4*t4^2-t4^4+2*t3^6-2*t2^2*t4^4+t3^2*t4^4-6*t2^2*t3^2*t4^2-t2^4*t4^4-3*t2^4*t3^4-

3*t2^4*t3^2*t4^2-t3^8+t2^2*t3^2*t4^4-t3^4*t4^4-2*t3^6*t4^2+3*t2^2*t3^4*t4^2+2*t2^2*t3^6-6*t2^2*t3^4-3*t3^4,

-t3^6-3-4*t3^4*t4^2+t2^2*t3^4-4*t2^4*t4^2-t2^4*t3^2-3*t2^6+t3^4-9*t2^4-t3^2-9*t2^2-4*t4^2+4*t2^2*t3^2*t4^2-

2*t2^2*t3^2-8*t2^2*t4^2+4*t3^2*t4^2,

t3^6+1+2*t3^4*t4^2-t2^2*t3^4+2*t2^4*t4^2+t2^4*t3^2+t2^6-t3^4+3*t2^4+t3^2+3*t2^2+2*t4^2-2*t2^2*t3^2*t4^2+

2*t2^2*t3^2+4*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2,

-3*t3^6-1-4*t3^4*t4^2+3*t2^2*t3^4-4*t2^4*t4^2-3*t2^4*t3^2-t2^6+3*t3^4-3*t2^4-3*t3^2-3*t2^2-4*t4^2+

4*t2^2*t3^2*t4^2-6*t2^2*t3^2-8*t2^2*t4^2+4*t3^2*t4^2,

1+2*t2^2-t3^2-t4^2+t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

-1-2*t2^2+t3^2+t4^2-t2^4+t2^2*t3^2+t2^2*t4^2-t3^4-2*t3^2*t4^2-t4^4,

3+6*t2^2-2*t3^2-2*t4^2+3*t2^4-2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

t3^6+t4^6+3*t3^2*t4^4+3*t3^4*t4^2-t2^2*t4^4-t2^2*t3^4+t2^4*t4^2+t2^4*t3^2+t2^6+2*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2+

2*t2^2*t3^2-t3^4+t3^2+t4^2-2*t2^2*t3^2*t4^2-t4^4+3*t2^2+3*t2^4+1,

-3*t3^6-3*t4^6-9*t3^2*t4^4-9*t3^4*t4^2+3*t2^2*t4^4+3*t2^2*t3^4-3*t2^4*t4^2-3*t2^4*t3^2-t2^6-6*t2^2*t4^2+

6*t3^2*t4^2-6*t2^2*t3^2+3*t3^4-3*t3^2-3*t4^2+6*t2^2*t3^2*t4^2+3*t4^4-3*t2^2-3*t2^4-1,

1+2*t2^2-2*t3^2-2*t4^2+t2^4-2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2+3*t3^4+6*t3^2*t4^2+3*t4^4,

1+2*t3^2+2*t2^2+t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4-t4^2,

-2*t2^2-t2^4-2*t2^2*t3^2+t2^2*t4^2+t3^2*t4^2-t3^4-t4^4-2*t3^2+t4^2-1,

1+2*t3^2+2*t2^2+t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4-t4^2,

-2*t2^2-t2^4-2*t2^2*t3^2+t2^2*t4^2+t3^2*t4^2-t3^4-t4^4-2*t3^2+t4^2-1,

6*t2^2+3*t2^4+6*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2+3*t3^4+t4^4+6*t3^2-2*t4^2+3,

t3^6+t4^6+1-t3^2*t4^4+t3^4*t4^2-t2^2*t4^4+3*t2^2*t3^4+t2^4*t4^2+3*t2^4*t3^2+t2^6+2*t2^2*t3^2*t4^2+

3*t3^4+3*t2^4+3*t3^2+3*t2^2+t4^2-t4^4+6*t2^2*t3^2+2*t3^2*t4^2+2*t2^2*t4^2,

-t3^6-3*t4^6-1+3*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^2+3*t2^2*t4^4-3*t2^2*t3^4-3*t2^4*t4^2-3*t2^4*t3^2-t2^6-

6*t2^2*t3^2*t4^2-3*t3^4-3*t2^4-3*t3^2-3*t2^2-3*t4^2+3*t4^4-6*t2^2*t3^2-6*t3^2*t4^2-6*t2^2*t4^2,

2*t3^2+2*t2^2+1+t2^4+2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2-2*t4^2+t3^4+3*t4^4,

3*t3^6+3*t4^6+9*t3^2*t4^4+9*t3^4*t4^2+t2^2*t4^4+t2^2*t3^4-t2^4*t4^2-t2^4*t3^2+t2^6+4*t4^4+4*t3^4+

4*t2^4+2*t2^2*t3^2*t4^2+8*t3^2*t4^2-4*t2^2*t4^2-4*t2^2*t3^2,

1+2*t2^2-t3^2-t4^2+t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

t3^6+3*t4^6+t3^2*t4^4-t3^4*t4^2+t2^2*t4^4+3*t2^2*t3^4-t2^4*t4^2+3*t2^4*t3^2+t2^6+4*t3^4+4*t4^4+4*t2^4-

2*t2^2*t3^2*t4^2+8*t2^2*t3^2-4*t2^2*t4^2-4*t3^2*t4^2,

1+2*t3^2+2*t2^2+t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4-t4^2,

1+2*t2^2-t3^2-t4^2+t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

t3^6+3*t4^6+t3^2*t4^4-t3^4*t4^2+4*t2^2*t4^4+4*t2^2*t3^4-4*t2^2*t3^2*t4^2+4*t3^4+4*t4^4-4*t3^2*t4^2,

1+2*t3^2+2*t2^2+t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4-t4^2,

1+2*t2^2-t3^2-t4^2+t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

1+2*t2^2-t3^2-t4^2+t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

1+2*t3^2+2*t2^2+t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4-t4^2,

1+2*t3^2+2*t2^2+t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4-t4^2,

t3^6+t4^6+3*t3^2*t4^4+3*t3^4*t4^2+t2^2*t4^4+t2^2*t3^4-t2^4*t4^2-t2^4*t3^2+2*t4^4+2*t3^4+2*t2^4+t2^6+

2*t2^2*t3^2*t4^2+4*t3^2*t4^2-2*t2^2*t4^2-2*t2^2*t3^2,

t3^6+t4^6+t3^2*t4^4-t3^4*t4^2+t2^2*t4^4+3*t2^2*t3^4-t2^4*t4^2+3*t2^4*t3^2+2*t4^4+t2^6-2*t2^2*t3^2*t4^2+

2*t3^4+2*t2^4-2*t3^2*t4^2-2*t2^2*t4^2+4*t2^2*t3^2,

t3^6+t4^6+2*t3^4+t3^2*t4^4-t3^4*t4^2+2*t2^2*t4^4+2*t2^2*t3^4+2*t4^4-2*t3^2*t4^2-2*t2^2*t3^2*t4^2,

t3^6+t4^6+4*t4^4+4*t3^4+3*t3^2*t4^4+3*t3^4*t4^2+3*t2^2*t4^4+3*t2^2*t3^4-3*t2^4*t4^2-3*t2^4*t3^2+4*t2^4+

3*t2^6+8*t3^2*t4^2-4*t2^2*t4^2-4*t2^2*t3^2+6*t2^2*t3^2*t4^2,

3*t3^6+t4^6+3*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^2+3*t2^2*t4^4+9*t2^2*t3^4-3*t2^4*t4^2+9*t2^4*t3^2+4*t4^4+4*t3^4+

4*t2^4+3*t2^6-6*t2^2*t3^2*t4^2+8*t2^2*t3^2-4*t3^2*t4^2-4*t2^2*t4^2,

3*t3^6+t4^6+4*t3^4+4*t4^4+3*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^2+4*t2^2*t4^4+4*t2^2*t3^4-4*t2^2*t3^2*t4^2-4*t3^2*t4^2,

-t2^4+t2^2*t3^2+t2^2*t4^2-t3^4-2*t3^2*t4^2-t4^4,

-t2^4-2*t2^2*t3^2+t2^2*t4^2+t3^2*t4^2-t3^4-t4^4,

t2^4-2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2+3*t3^4+6*t3^2*t4^2+3*t4^4,

3*t2^4-2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

-t2^4+t2^2*t3^2+t2^2*t4^2-t3^4-2*t3^2*t4^2-t4^4,

t2^4+2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2+t3^4+3*t4^4,

3*t2^4+6*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2+3*t3^4+t4^4,

-t2^4-2*t2^2*t3^2+t2^2*t4^2+t3^2*t4^2-t3^4-t4^4,

-t3^6-t4^6-3*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^2-t2^2*t4^4-t2^2*t3^4+t2^4*t4^2+t2^4*t3^2-t2^6-2*t2^2*t3^2*t4^2,
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-t3^6-t4^6-t3^2*t4^4+t3^4*t4^2-t2^2*t4^4-3*t2^2*t3^4+t2^4*t4^2-3*t2^4*t3^2-t2^6+2*t2^2*t3^2*t4^2,

-t3^6-t4^6-3*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^2-3*t2^2*t4^4-3*t2^2*t3^4+3*t2^4*t4^2+3*t2^4*t3^2-3*t2^6-6*t2^2*t3^2*t4^2,

-3*t3^6-t4^6-3*t3^2*t4^4+3*t3^4*t4^2-3*t2^2*t4^4-9*t2^2*t3^4+3*t2^4*t4^2-9*t2^4*t3^2-

3*t2^6+6*t2^2*t3^2*t4^2,

t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4,

-t2^4+t2^2*t3^2+t2^2*t4^2-t3^4-2*t3^2*t4^2-t4^4,

-t2^4*t4^4-t2^4*t3^4+t2^4*t3^2*t4^2-t3^8-3*t2^2*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^4+2*t3^6*t4^2+

3*t2^2*t3^4*t4^2-2*t2^2*t3^6,

t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

-t2^4*t4^4-3*t2^4*t3^4-3*t2^4*t3^2*t4^2-t3^8+t2^2*t3^2*t4^4-t3^4*t4^4-2*t3^6*t4^2+

3*t2^2*t3^4*t4^2+2*t2^2*t3^6,

-t3^6+t2^2*t3^4-t2^4*t3^2-3*t2^6-4*t2^4*t4^2-4*t3^4*t4^2+4*t2^2*t3^2*t4^2,

t3^6-t2^2*t3^4+t2^4*t3^2+t2^6+2*t2^4*t4^2+2*t3^4*t4^2-2*t2^2*t3^2*t4^2,

-3*t3^6+3*t2^2*t3^4-3*t2^4*t3^2-t2^6-4*t2^4*t4^2-4*t3^4*t4^2+4*t2^2*t3^2*t4^2,

t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

-t2^4+t2^2*t3^2+t2^2*t4^2-t3^4-2*t3^2*t4^2-t4^4,

3*t2^4-2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

t3^6+t4^6+3*t3^2*t4^4+3*t3^4*t4^2-t2^2*t4^4-t2^2*t3^4+t2^4*t4^2+t2^4*t3^2+t2^6-2*t2^2*t3^2*t4^2,

-3*t3^6-3*t4^6-9*t3^2*t4^4-9*t3^4*t4^2+3*t2^2*t4^4+3*t2^2*t3^4-3*t2^4*t4^2-3*t2^4*t3^2-

t2^6+6*t2^2*t3^2*t4^2,

t2^4-2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2+3*t3^4+6*t3^2*t4^2+3*t4^4,

t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4,

-t2^4-2*t2^2*t3^2+t2^2*t4^2+t3^2*t4^2-t3^4-t4^4,

t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4,

-t2^4-2*t2^2*t3^2+t2^2*t4^2+t3^2*t4^2-t3^4-t4^4,

3*t2^4+6*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2+3*t3^4+t4^4,

t3^6+t4^6-t3^2*t4^4+t3^4*t4^2-t2^2*t4^4+3*t2^2*t3^4+t2^4*t4^2+3*t2^4*t3^2+t2^6+2*t2^2*t3^2*t4^2,

-t3^6-3*t4^6+3*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^2+3*t2^2*t4^4-3*t2^2*t3^4-3*t2^4*t4^2-3*t2^4*t3^2-t2^6-6*t2^2*t3^2*t4^2,

t2^4+2*t2^2*t3^2-2*t2^2*t4^2-2*t3^2*t4^2+t3^4+3*t4^4,

t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

t3^6+3*t4^6+t3^2*t4^4-t3^4*t4^2+4*t2^2*t4^4+4*t2^2*t3^4-4*t2^2*t3^2*t4^2,

t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4,

t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

t2^4-t2^2*t3^2-t2^2*t4^2+t3^4+2*t3^2*t4^2+t4^4,

t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4,

t2^4+2*t2^2*t3^2-t2^2*t4^2-t3^2*t4^2+t3^4+t4^4,

t3^6+t4^6+t3^2*t4^4-t3^4*t4^2+2*t2^2*t4^4+2*t2^2*t3^4-2*t2^2*t3^2*t4^2,

3*t3^6+t4^6+3*t3^2*t4^4-3*t3^4*t4^2+4*t2^2*t4^4+4*t2^2*t3^4-4*t2^2*t3^2*t4^2]

Comme on l'a vu dans les Chapitres 1 et 2, l'algorithmeHA3 ne permet pas d'�etudier

ces hypersurfaces. En revanche, l'algorithme SA2 permet d'aboutir en 4930 secondes sur

un PC 400 MHz avec 512 Mo de RAM de l'UMS Medicis [3]. L'�etude de la plupart de

ces hypersurfaces est imm�ediate. Seule une hypersurface a n�ecessit�e `�a peu pr�es 1 heure

de calcul.

Ainsi, globalement, le cas r = 4 et n = 5 n�ecessite approximativement 5 heures de

calcul pour être compl�etement trait�e. Seules 19092 matrices (sur les 53130 de d�epart) sont

�equilibr�ees. Ces matrices sont disponibles au format Maple �a l'adresse :

http://www-calfor.lip6.,fr/~safey/applications.html.

En�n, signalons que pour toutes les hypersurfaces lisses, il n'a pas �et�e n�ecessaire d'uti-

liser les r�esultats du paragraphe 4.4.2 de ce chapitre mais que pour l'�etude des hyper-

surfaces contenant une in�nit�e de singularit�e, il a �et�e n�ecessaire d'introduire l'�equation

T t1t2t3 � 1 = 0.
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Annexe A

D�ecomposition de syst�emes

polynomiaux

Dans les Chapitres 2 et 3 de la Partie II, nous utilisons une routine de d�ecomposition de

syst�emes polynomiaux nomm�ee LexTriSetEquiDim. Cette routine prend en entr�ee un

syst�eme d'�equations polynomiales S et retourne une famille de bases de Gr�obner G1; : : : ;G`
telle que :

{ V (S) = V (G1)
S
: : :
S
V (G`);

{ pour tout i 2 f1; : : : ;`g, l'id�eal hGii est �equi-dimensionnel et radical;

{ pour tout i 2 f1; : : : ;`g, on peut extraire de Gi un ensemble triangulaire r�egulier et

s�eparable Ti tel que sat(Ti) = hGii.
Dans cette annexe, nous d�ecrivons comment �a partir des r�esultats de [72, 5], nous avons

obtenu un algorithme ayant les mêmes sp�eci�cations que celle de LexTriSetEquiDim.

A.1 Description de l'algorithme

Soit G une base de Gr�obner lexicographique r�eduite de K[X1; : : : ;Xn] pour l'ordre

X1 < : : : < Xn. Soit p 2 K[X1; : : : ;Xn], on note :

{ mvar(p) { et on appelle variable principale de p { la plus grande variable apparaissant

dans p pour l'ordre lexicographique;

{ mdeg(p) { et on appelle degr�e principal de p { le degr�e de p en sa variable principale.

Le r�esultat suivant est bien connu.

Lemme A.1 Soit G une base de Gr�obner lexicographique r�eduite. Alors, pour tout g 2 G
l'initial de g (o�u g est vu comme un polynôme univari�e en mvar(g)) n'appartient pas �a

hGi.

Pour i 2 f1; : : : ;ng, on note G�Xi
la famille de polynômes G

T
K[X1; : : : ;Xi]. Soit T =

(td+1; : : : ;tn) l'ensemble triangulaire extrait de G tel que :

8p 2 G j mvar(p) = mvar(ti); mdeg(p) � mdeg(ti);
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et ExtractTriangular une routine prenant en entr�ee G et renvoyant un tel ensemble

triangulaire. On note :

{ hi le coeÆcient dominant de ti 2 T vu comme un polynôme univari�e en mvar(ti);

{ si la d�eriv�ee partielle de ti 2 T par rapport �a sa variable principale.

On note SplitbyInitials la routine, d�ecrite ci-dessous, qui prend en entr�ee une base de

Gr�obner G � K[X1; : : : ;Xn] lexicographique r�eduite telle que :

{ T�Xn�1
= ExtractTriangular(G�Xn�1

) est r�egulier s�eparable

{ sat(T�Xn�1
) = hG�Xn�1

i
Elle renvoie :

{ G si pour tout id�eal premier P associ�e �a hG�Xn�1
i, hn est inversible dans l'anneau

quotient K[X1; : : : ;Xn�1]=P;
{ sinon deux bases de Gr�obner lexicographiques r�eduites G1 et G2 telles que :

{ hG1i = hGi+ hhni;
{ hG2i = (hGi+ hThn � 1i)

T
K[X1; : : : ;Xn] o�u T est une nouvelle variable.

On note GrobnerLex une routine qui prend en entr�ee une liste de polynômes et calcule

une base de Gr�obner lexicographique r�eduite de l'id�eal engendr�ee par ces polynômes.

Algorithme SplitbyInitials

{ Entr�ee : Une base de Gr�obner G � K[X1; : : : ;Xn] lexicographique r�eduite telle que :

{ T�Xn�1
= ExtractTriangular(G�Xn�1

) est r�egulier s�eparable

{ sat(T�Xn�1
) = hG�Xn�1

i.
{ Sortie :

{ G si pour tout id�eal premier P associ�e �a hG�Xn�1
i, hn est inversible dans l'anneau quotient

K[X1; : : : ;Xn�1]=P ;
{ sinon deux bases de Gr�obner lexicographiques r�eduites G1 et G2 telles que :

{ hG1i = hGi+ hhni;
{ hG2i = (hGi + hThn � 1i)TK[X1; : : : ;Xn] o�u T est une nouvelle variable.

1. Poser T := ExtractTriangular(G) et calculer d := Dim(V (hn)
T
V (G�Xn�1

))

2. Si d < Dim(V (G�Xn�1
)) alors retourner G

3. sinon

{ G1 := GrobnerLex(G;hn)
{ G2 := GrobnerLex(G;Thn � 1)

T
K[X1; : : : ;Xn] (avec T > Xn > : : : > X1)

4. retourner [G1;G2].

Lemme A.2

1. Si SplitbyInitials(G) = [G] alors T est un ensemble triangulaire r�egulier et sat(T ) =
hGi.

2. Si SplitbyInitials(G) = [G1;G2], alors G � G1 et G � G2 et ces inclusions sont strictes.
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Preuve :

1. Puisque hG�Xn�1
i = sat(T�Xn�1

), l'id�eal hG�Xn�1
i est �equi-dimensionnel, et donc

tous les id�eaux premiers associ�es �a hG�Xn�1
i sont de même dimension. Ainsi, pour

tout p 2 K[X1; : : : ;Xn�1], dim(V (G�Xn�1
) \ V (p)) < dim(V (G�Xn�1

)) implique que

pour tout id�eal premier P associ�e �a hG�Xn�1
i, p =2 P. Ceci est en particulier vrai

pour hn et il est alors clair que si hn n'appartient �a aucun id�eal premier associ�e �a

hG�Xn�1
i, T est un ensemble triangulaire r�egulier et sat(T ) = hGi.

2. Le fait que l'inclusion hGi � hG1i soit stricte se d�eduit directement du Lemme A.1.

Il nous reste �a montrer que l'inclusion G � G2 est stricte. Pour cela, on raisonne

par l'absurde : supposons que cette inclusion n'est pas stricte. Ceci implique que

hn 2 G, et comme hn 2 K[X1; : : : ;Xn�1], on aurait hn 2 G�Xn�1
. Ceci impliquerait

alors que hn appartienne �a tous les id�eaux premiers associ�es �a G�Xn�1
et que donc

dim(V (G�Xn�1
) \ V (hn)) = dim(V (G�Xn�1

)), ce qui est contraire aux hypoth�eses.

On note SplitbySeparants la routine, d�ecrite ci-dessous, qui prend en entr�ee une base

de Gr�obner G � K[X1; : : : ;Xn] lexicographique r�eduite telle que :

{ T�Xn�1
= ExtractTriangular(G�Xn�1

) est r�egulier s�eparable

{ sat(T�Xn�1
) = hG�Xn�1

i (ceci implique que l'id�eal hG�Xn�1
i est radical).

Elle renvoie :

{ G si pour tout id�eal premier P associ�e �a hGi, sn est inversible dans l'anneau quotient
K[X1; : : : ;Xn]=P;

{ sinon deux bases de Gr�obner lexicographiques r�eduites G1 et G2 telles que :
{ hG1i = hGi+ hsni;
{ hG2i = (hGi+ hTsn � 1i)

T
K[X1; : : : ;Xn] o�u T est une nouvelle variable.

Algorithme SplitbySeparants

{ Entr�ee : Une base de Gr�obner G � K[X1; : : : ;Xn] lexicographique r�eduite telle que :

{ T = ExtractTriangular(G�Xn�1
) est r�egulier s�eparable

{ sat(T ) = hG�Xn�1
i.

{ Sortie :

{ G si pour tout id�eal premier P associ�e �a hGi, sn est inversible dans l'anneau quotient

K[X1; : : : ;Xn]=P ;
{ sinon deux bases de Gr�obner lexicographiques r�eduites G1 et G2 telles que :

{ hG1i = hGi+ hsni;
{ hG2i = (hGi + hTsn � 1i)TK[X1; : : : ;Xn] o�u T est une nouvelle variable.

1. T := ExtractTriangular(G) et calculer d := Dim(V (sn)
T
V (G�Xn�1

))

2. Si d < Dim(V (G�Xn�1
)) alors retourner G

3. sinon

{ G1 := GrobnerLex(G;sn)
{ G2 := GrobnerLex(G;T sn � 1)

T
K[X1; : : : ;Xn] (avec T > Xn > : : : > X1)

4. retourner [G1;G2].
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Lemme A.3

1. Si SplitbySeparants(G) = [G] alors T est un ensemble triangulaire r�egulier s�eparable

et sat(T ) = hGi.
2. Si SplitbySeparants(G) = [G1;G2], alors G � G1 et G � G2 et ces inclusions sont

strictes.

Preuve : La preuve est en tout point similaire �a celle du lemme pr�ec�edent.

De la même mani�ere que pour la routine SplitbyInitials, lorsque SplitbySeparants

engendre un scindage, les deux id�eaux cod�es par les deux bases de Gr�obner retourn�ees

contiennent strictement celui qui est cod�e par G.

Nous d�ecrivons l'algorithme LexTriSetEquiDim ci-dessous. Il prend en entr�ee un

syst�eme d'�equations polynomiales S dans K[X1; : : : ;Xn] et nous allons d�emontrer ci-

dessous qu'il renvoie une famille de bases de Gr�obner G1; : : : ;G` telles que :
{ V (S) = V (G1)

S
: : :
S
V (G`);

{ pour tout i 2 f1; : : : ;`g, hGii est radical, �equi-dimensionnel et sat(Ti) = hGii o�u
Ti = ExtractTriangular(Gi).

Algorithme LexTriSetEquiDim

{ Entr�ee : un syst�eme d'�equations polynomiales S dans K[X1; : : : ;Xn].

{ Sortie : une famille de bases de Gr�obner G1; : : : ;G` telles que :
{ V (S) = V (G1)

S
: : :
S
V (G`);

{ pour tout i 2 f1; : : : ;`g, hGii est radical, �equi-dimensionnel et sat(Ti) = hGii o�u Ti =

ExtractTriangular(Gi).
1. Calculer la base de Gr�obner lexicographique r�eduite G de hSi pour l'ordre X1 < : : : < Xn

2. Faire toStudy := [G] et toReturn := []

3. Tant que toStudy 6= [] faire

{ (*)G := �rst(toStudy), enlever G de toStudy et faire i := 1

{ Tant que i < n faire

{ list := SplitbyInitials(G�Xi
)

{ si list = [G�Xi
] alors i := i+ 1

{ sinon calculer G01 = GrobnerLex(G1 [ G), G02 = GrobnerLex(G2 [ G), faire toStudy :=

toStudy
SfG01;G02g et revenir au pas (*)

{ Tant que i < n faire

{ list := SplitbySeparants(G�Xi
)

{ si list = [G�Xi
] alors i := i+ 1

{ sinon calculer G01 = GrobnerLex(G1 [ G), G02 = GrobnerLex(G2 [ G), faire toStudy :=

toStudy
SfG01;G02g et revenir au pas (*)

{ Faire toReturn := toReturn
SfGg

4. Retourner toReturn.

La terminaison de l'algorithme ci-dessous d�ecoule alors des Lemmes A.2, A.3. La correc-

tion de l'algorithme est une cons�equence �evidente du r�esultat ci-dessous.

Proposition A.1 Soit G 2 LexTriSetEquiDim(S) et T = ExtractTriangular(G). Alors
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on a :

1. sat(T ) = hGi;
2. T est r�egulier et s�eparable.

Preuve :

1. Montrons dans un premier temps que hGi � sat(T ). Soit p 2 hGi et r = prem(p;T ).
Il est alors clair qu'il existe Æd+1; : : : ;Æn dans IN et qd+1; : : : ;qn dans K[X1; : : : ;Xn]

tels que :

r = h
Æd+1

d+1 : : : h
Æn
n
p+ qd+1td+1 + : : :+ qntn

Ainsi, on a r 2 hGi et donc il existe g 2 G tel que lm(g) divise lm(r). Posons

v = mvar(g). Par construction de T , la variable v est une variable alg�ebrique de T et

mdeg(T \K[X1; : : : ;v]) � mdeg(g). Supposons que r 6= 0. Le polynôme r est r�eduit

par rapport �a T donc son monôme de tête l'est aussi. Par cons�equent lm(g) est lui

aussi r�eduit par rapport �a T ce qui implique que mdeg(T \K[X1; : : : ;v]) > mdeg(g)

et est absurde. On en d�eduit que r = 0 et donc p 2 sat(T ) car fp 2 K[X1; : : : ;Xn] j
prem(p;T ) = 0g � sat(T ) (voir [5]). On a donc hGi � sat(T ).
Il nous faut maintenant montrer que sat(T ) � hGi. Comme T � G, on a :

sat(T ) � fp 2 K[X1; : : : ;Xn] j 9n 2 IN (hd+1 : : : hn)
n
p 2 Gg

Comme par construction, on a fp 2 K[X1; : : : ;Xn] j 9n 2 IN (hd+1 : : : hn)
n
p 2

Gg = hGi, on en conclut que sat(T ) � hGi.
2. Ceci est une cons�equence directe du point pr�ec�edent et des Lemmes A.2 et A.3.

A.2 Implantations

Les algorithmes propos�es ci-dessus ont �et�e implant�es en Maple, les calculs de bases de

Gr�obner �etant faits par le logiciel Gb (implant�e en C++ par J.-C. Faug�ere). Nous avons

apport�e quelques modi�cations �a l'algorithme LexTriSetEquiDim propos�e ci-dessus.

En int�egrant de la factorisation de polynômes, nous pouvons �eviter certains appels aux

routine SplitbyInitials et SplitbySeparants. Pour s'en convaincre, il suÆt de consid�erer

l'exemple : (
xz = 0

xy = 0

Par ailleurs, certains crit�eres d'irr�eductibilit�e ont �et�e implant�es a�n d'�eviter des appels

intutiles aux routines SplitbyInitials et SplitbySeparants en particulier dans les situa-

tions o�u les polynômes de l'ensemble triangulaire extrait sont de degr�es principaux �egaux

�a 1.

Ainsi, pour la plupart de nos exemples, nous avons constat�e que peu de calculs sont

�a faire apr�es le premier calcul de base de Gr�obner, et pour tous nos exemples, lorsqu'on
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a pu calcul�e la premi�ere base de Gr�obner, on a pu d�ecomposer le syst�eme d'�equations

polynomiales.

Sans pouvoir parler d'eÆcacit�e { comparativement aux implantations de J.-C. Faug�ere

[1] { nous avons constat�e que notre implantation avait des performances meilleures que la

d�ecomposition en id�eaux premiers de Magma [24]. Il est diÆcile de comparer notre implan-

tation �a la strat�egie qui consiste �a calculer une d�ecomposition en ensembles triangulaires

r�eguliers et s�eparables au sens de Kalkbrener, puis �a calculer une base de Gr�obner des

satur�es des ensembles triangulaires retourn�es. En e�et, �a notre connaissance, toutes les

implantations existantes de tels algorithmes sont �ecrites en Maple ou Axiom [5] ce qui li-

mite la taille des probl�emes qu'elles peuvent r�esoudre. Aussi, alors que notre implantation

permet de ((r�esoudre)) (au sens alg�ebrique du terme) des probl�emes que les implantations

de l'algorithme de Kalkbrener ne peuvent traiter directement, nous avons constat�e qu'�a

partir d'une base de Gr�obner lexicographique, ces implantations traitent au moins autant

de probl�emes que la nôtre.
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Annexe B

Exemples de syst�emes polynomiaux

Dans cette annexe, nous donnons les exemples de syst�emes polynomiaux et d'hypersur-

faces que nous avons utilis�es pour analyser le comportement en pratique des algorithmes

expos�es dans ce document. La plupart de ces exemples sont issus de la batterie de syst�emes

tests du projet europ�een FRISCO (voir [2]) auquel nous avons particip�e. D'autres exemples

sont extraits d'articles scienti�ques ([21, 38]). Ils ont d�ej�a �et�e utilis�es pour illustrer les per-

formances d'algorithmes d'�elimination alg�ebrique (voir [7, 72, 5, 1]). Nous pouvons donc

consid�erer qu'ils sont reconnus, au moins �a l'�echelle europ�eenne, comme repr�esentatifs des

probl�emes pos�es �a un solveur en dimension positive.

Nous avons donc choisi de tester nos algorithmes sur ces syst�emes, puisque notre

objectif est de fournir des algorithmes eÆcaces en pratique pouvant être utilis�es sur des

applications concr�etes, et qui donc ne sont pas forc�ement g�en�eriques, au sens g�eom�etrique

du terme.

En ce qui concerne les hypersurfaces, nous n'en avons pas trouv�e dans la litt�erature.

Nous avons donc commenc�e par construire les hypersurfaces nomm�ees Hyp1, Hyp2,

Hyp3, Hyp4, etHyp5. Puis, en suivant les indications de F. Rouillier, nous nous sommes

int�eress�es au Probl�eme d'Interpolation de Birkho� (voir [48, 80] et Chapitre 4). Celui-

ci nous a permis de tester nos algorithmes sur des milliers d'hypersurfaces. Nous ne

donnons dans ce chapitre que quelques dizaines d'entre elles s�electionn�ees parmi les plus

pathologiques (elles contiennent une in�nit�e de points singuliers).

B.1 Hypersurfaces

A�n d'illustrer exp�erimentalement les algorithmes pr�esent�ees dans le Chapitre 1 et

l'article [84], nous avions construit les 5 hypersurfaces suivantes :

Hyp1 :

2*u6^2*u5*u4*u3*u2+4*u6^2*u5*u4*u3+4*u6^2*u5*u4*u2+4*u6^2*u5*u3*u2-1

Hyp2 :

36*u5^2*u4^2*u3^2*u2^2+88*u5^2*u4^2*u3^2*u2+32*u5^2*u4^2*u3^2+_

32*u5^2*u4^2*u3*u2^3+152*u5^2*u4^2*u3*u2^2-1
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Hyp3 :

36*u5^2*u4^2*u3^2*u2^2+88*u5^2*u4^2*u3^2*u2+32*u5^2*u4^2*u3^2+_

32*u5^2*u4^2*u3*u2^3+152*u5^2*u4^2*u3*u2^2+64*u5^2*u4^2*u3*u2_

+64*u5^2*u4^2*u2^3+32*u5^2*u4^2*u2^2+32*u5^2*u4*u3^3*u2^2-1

Hyp4 :

552*u2*u3^2*u4+62208*u2+1492992*u3+2799360*u4-3*u2^2*u4^2_

-7842*u2*u3*u4+420*u2*u3*u4^2-314*u2^2*u3*u4+3*u2^2*u3^2*u4_

-62208*u2^2+429*u4^3+20736*u3^2-4*u2^3*u3^2-1157*u2^2*u3^2_

-18801*u2^2*u3-83520*u2*u3^2+39744*u2*u3+3*u2*u4^2+864*u2*u4_

+17280*u3^2*u4+60912*u4^2-864*u2^2*u4-207*u2^3*u3_

+1152*u3^2*u4^2+156*u4^3*u3+18540*u3*u4^2-554688*u3*u4_

+8*u2*u3^2*u4^2+2*u2^3*u3*u4-2*u2*u3*u4^3+u4^4-8957952

Hyp5 :

110*u5^2*u4*u3+190*u5*u4^2*u3+80*u4^3*u3+80*u5^2*u3^2+_

270*u5*u4*u3^2+160*u4^2*u3^2+80*u5*u3^3+80*u4*u3^3-_

32*u4*u3^2*u2-32*u3^3*u2-80*u5^2*u2^2-128*u5*u4*u2^2-_

160*u5*u3*u2^2-112*u4*u3*u2^2-64*u3^2*u2^2-80*u5*u2^3-_

32*u3*u2^3+60*u5^2*u4+220*u5*u4^2+160*u4^3+67*u5*u4*u3+_

136*u4^2*u3-24*u5*u3^2-88*u4*u3^2-64*u3^3-100*u5^2*u2+_

32*u5*u4*u2+96*u4^2*u2-228*u5*u3*u2-108*u4*u3*u2-_

120*u3^2*u2+20*u5*u2^2+96*u4*u2^2-56*u3*u2^2+110*u5*u4+_

80*u4^2+48*u4*u3-32*u3^2+30*u5*u2+48*u4*u2-20*u3*u2

Dans le cadre de l'�etude du probl�eme d'interpolation de Birkho�, nous avions �etudi�e

�a peu pr�es un millier d'hypersurfaces de 3 variables. Sur ce millier d'hypersurfaces, seules

102 ne contenaient pas une in�nit�e de points singuliers, rendant ainsi leur �etude plus

d�elicate. Nous en avons s�electionn�e une dizaine (qui sont les plus dures �a �etudier).

Birk.3-1 :

1+2*p2^2-2*p3^2-2*p4^2+p2^4-2*p2^2*p3^2-2*p2^2*p4^2+3*p3^4+

6*p3^2*p4^2+3*p4^4

Birk.3-2 :

p2^4+2*p2^2*p3^2-p2^2*p4^2-p3^2*p4^2+p3^4+p4^4

Birk.3-3 :

3*p3^6+3*p4^6+9*p3^2*p4^4+9*p3^4*p4^2+p2^2*p4^4+p2^2*p3^4-

p2^4*p4^2-p2^4*p3^2+p2^6+4*p4^4+4*p3^4+4*p2^4+2*p2^2*p3^2*p4^2+

8*p3^2*p4^2-4*p2^2*p4^2-4*p2^2*p3^2

Birk.3-4 :

-3*p3^6-p4^6-3*p3^2*p4^4+3*p3^4*p4^2-3*p2^2*p4^4-9*p2^2*p3^4+

3*p2^4*p4^2-9*p2^4*p3^2-3-9*p2^2-9*p3^2-9*p2^4-9*p3^4-

18*p2^2*p3^2+6*p2^2*p4^2+6*p3^2*p4^2-3*p2^6+3*p4^2-3*p4^4+

6*p2^2*p3^2*p4^2

Birk.3-5 :

2*p2^2*p3^2*p4^2-p2^8+2*p2^6-p3^4-3*p2^4+p2^2*p4^4+3*p2^4*p4^2-
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p4^4-3*p2^2*p4^2-2*p3^2*p4^2-2*p2^6*p4^2-2*p2^6*p3^2-p2^4*p4^4-

p2^4*p3^4+p2^2*p3^4+3*p2^4*p3^2-3*p2^2*p3^2-2*p2^4*p3^2*p4^2

Birk.3-6 :

-6*p2^2*p3^2*p4^2-p2^8-2*p2^6-p2^4+2*p2^6*p4^2+2*p2^6*p3^2-

p4^4-p3^4-3*p2^4*p4^4-3*p2^4*p3^4-3*p2^2*p4^4-3*p2^2*p3^4-

6*p2^4*p3^2*p4^2+3*p2^4*p4^2+3*p2^4*p3^2-2*p3^2*p4^2+p2^2*p4^2+

p2^2*p3^2

Birk.3-7 :

-p2^4-p3^4-p4^4-3*p2^2*p4^4-6*p2^2*p3^4+3*p2^4*p4^2-6*p2^4*p3^2-

p2^8-2*p3^6-2*p2^6-p3^8-2*p2^2*p3^2+p2^2*p4^2+p3^2*p4^2-

3*p3^2*p4^4+3*p3^4*p4^2+6*p2^2*p3^2*p4^2+6*p2^4*p3^2*p4^2-

6*p2^2*p3^2*p4^4+6*p2^2*p3^4*p4^2+2*p2^6*p4^2-4*p2^6*p3^2-

3*p2^4*p4^4-6*p2^4*p3^4-3*p3^4*p4^4+2*p3^6*p4^2-4*p2^2*p3^6

Birk.3-8 :

p3^6+3*p4^6+p3^2*p4^4-p3^4*p4^2+4*p2^2*p4^4+4*p2^2*p3^4-

4*p2^2*p3^2*p4^2+4*p3^4+4*p4^4-4*p3^2*p4^2

Birk.3-9 :

p3^6+p4^6+2*p3^4+p3^2*p4^4-p3^4*p4^2+2*p2^2*p4^4+2*p2^2*p3^4+

2*p4^4-2*p3^2*p4^2-2*p2^2*p3^2*p4^2

Birk.3-10 :

-p3^6-3-4*p3^4*p4^2+p2^2*p3^4-4*p2^4*p4^2-p2^4*p3^2-3*p2^6+

p3^4-9*p2^4-p3^2-9*p2^2-4*p4^2+4*p2^2*p3^2*p4^2-2*p2^2*p3^2-

8*p2^2*p4^2+4*p3^2*p4^2

Birk.3-11 :

p3^6+1+2*p3^4*p4^2-p2^2*p3^4+2*p2^4*p4^2+p2^4*p3^2+p2^6-p3^4+

3*p2^4+p3^2+3*p2^2+2*p4^2-2*p2^2*p3^2*p4^2+2*p2^2*p3^2+

4*p2^2*p4^2-2*p3^2*p4^2

Birk.3-12 :

-3*p3^6-1-4*p3^4*p4^2+3*p2^2*p3^4-4*p2^4*p4^2-3*p2^4*p3^2-

p2^6+3*p3^4-3*p2^4-3*p3^2-3*p2^2-4*p4^2+4*p2^2*p3^2*p4^2-

6*p2^2*p3^2-8*p2^2*p4^2+4*p3^2*p4^2

Birk.3-13 :

-p2^4*p4^4-p2^4*p3^4+p2^4*p3^2*p4^2-p3^8-3*p2^2*p3^2*p4^4-

3*p3^4*p4^4+2*p3^6*p4^2+3*p2^2*p3^4*p4^2-2*p2^2*p3^6

Birk.3-14 :

-p4^4+p3^2*p4^2+3*p3^4*p4^2-2*p2^2*p4^4+2*p2^2*p3^2*p4^2-

p3^4-2*p3^6-2*p2^2*p3^4-3*p3^2*p4^4-p2^4*p4^4-p2^4*p3^4+

p2^4*p3^2*p4^2-p3^8-3*p2^2*p3^2*p4^4-3*p3^4*p4^4+2*p3^6*p4^2+

3*p2^2*p3^4*p4^2-2*p2^2*p3^6

Birk.3-15 :

-3*p3^2*p4^2+3*p3^4*p4^2-p4^4+2*p3^6-2*p2^2*p4^4+p3^2*p4^4-
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6*p2^2*p3^2*p4^2-p2^4*p4^4-3*p2^4*p3^4-3*p2^4*p3^2*p4^2-p3^8+

p2^2*p3^2*p4^4-p3^4*p4^4-2*p3^6*p4^2+3*p2^2*p3^4*p4^2+

2*p2^2*p3^6-6*p2^2*p3^4-3*p3^4

B.2 Syst�emes venus du monde acad�emique

Syst�eme Euler :

[2 * a3 - a1,

2 * a4 - a1,

2 * a5 - a2,

2 * a6 - a2,

-2*a7*a3+a3^2+2*a7*a4-a4^2+2*a8*a5-a5^2,

-2*a7*a3+a3^2+2*a8*a6-a6^2,

a2 * a9 + a1 * a10 - a1 * a2,

a2 * a10 - a1 * a9,

-2*a7*a3+a3^2+2*a7*a9-a9^2+2*a8*a10-a10^2]

{ 10 variables

{ Dimension 3

{ Degr�e 2

Syst�eme Buchberger :

[t-b-d,

x+y+z+t-a-c-d,

x*z+y*z+x*t+z*t-a*c-a*d-c*d,

x*z*t-a*c*d]

{ 8 variables

{ Dimension 4

{ Degr�e 6

Syst�eme Donati-Traverso :

[x**31-x**6-x-y,

x**8-z,

x**10-t]

{ 4 variables

{ Dimension 1

{ Degr�e 10
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Syst�eme Butcher :

[B1 + y + z - t - w ,

2*z*u + 2*y*v + 2*t*w - 2*w^2 - w - 1,

3*z*u^2 + 3*y*v^2 - 3*t*w^2 + 3*w^3 + 3*w^2 - t + 4*w ,

6*x*z*v - 6*t*w^2 + 6*w^3 - 3*t*w + 6*w^2 - t + 4*w ,

4*z*u^3 + 4*y*v^3 + 4*t*w^3- 4*w^4 - 6*w^3 + 4*t*w - 10*w^2 - w- 1 ,

8*x*z*u*v + 8*t*w^3 - 8*w^4 + 4*t*w^2 - 12*w^3 + 4*t*w - 14*w^2 - 3*w - 1,

12*x*z*v^2 + 12*t*w^3 - 12*w^4 + 12*t*w^2 - 18*w^3 + 8*t*w - 14*w^2 -w-1,

-24*t*w^3 + 24*w^4 - 24*t*w^2 + 36*w^3 - 8*t*w + 26*w^2 + 7*w + 1]

{ 8 variables

{ Dimension 3

{ Degr�e 3

Syst�eme Prodecco :

[5079655570*z3*z1+6235363358*z4*z1+914136786*z3*z2+1754030184*z4*z2-5566186923*z3*z2*z1+_

1220100665*z4*z2*z1+4821149906*z4*z3*z1-7139895402*z4*z3*z2-12926589043*z4*z3*z2*z1+_

7139895402*z4^2*z1-4821149906*z3^2*z2+5566186923*z4*z1^2-1220100665*z3*z2^2+_

6463294521*z4^2*z1^2+6463294521*z3^2*z2^2,

2479672620*z3*z1+4168821089*z4*z1+956199576*z3*z2+2093013784*z4*z2-5536375634*z3*z2*z1+_

2503259887*z4*z2*z1+2178194447*z4*z3*z1-5507365228*z4*z3*z2-16274081227*z4*z3*z2*z1+_

5507365228*z4^2*z1-2178194447*z3^2*z2+5536375634*z4*z1^2-2503259887*z3*z2^2+_

8137040613*z4^2*z1^2+8137040613*z3^2*z2^2,

1350302534*z3*z1+3703379139*z4*z1+1034675187*z3*z2+1694653994*z4*z2-4225842203*z3*z2*z1+_

2388470402*z4*z2*z1+807978279*z4*z3*z1-2317809870*z4*z3*z2-7056340638*z4*z3*z2*z1+_

2317809870*z4^2*z1-807978279*z3^2*z2+4225842203*z4*z1^2-2388470402*z3*z2^2+_

3528170319*z4^2*z1^2+3528170319*z3^2*z2^2,

1628792420*z3*z1+4297692981*z4*z1+2255973223*z3*z2+5541365097*z4*z2-4310350388*z3*z2*z1+_

5605751431*z4*z2*z1+237992575*z4*z3*z1-640051014*z4*z3*z2-1379872605*z4*z3*z2*z1+_

640051014*z4^2*z1-237992575*z3^2*z2+4310350388*z4*z1^2-5605751431*z3*z2^2+_

689936302*z4^2*z1^2+689936302*z3^2*z2^2]

{ 5 variables

{ Dimension 2

{ Degr�e 2

Syst�eme Vermeer :

[x^2-2*x*u+u^2+y^2-2*y*v+v^2-1,

v^2-u^3,

2*v*x-2*v*u+3*u^2*y-3*u^2*v,

6*w^2*u^2*v-3*w*u^2-2*w*v+1]

{ 5 variables

{ Dimension 1

{ Degr�e 26

Syst�eme discPb :

[-80*a1*a3*a2^2*a4+18*a1^3*a3*a2*a4-4*a1^3*a3^3-128*a2^2*a4^2+16*a2^4*a4-4*a2^3*a3^2-_

27*a1^4*a4^2+256*a4^3-27*a3^4-6*a1^2*a3^2*a4-192*a1*a3*a4^2+18*a1*a3^3*a2+_
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144*a2*a1^2*a4^2+a2^2*a1^2*a3^2-4*a2^3*a1^2*a4+144*a4*a3^2*a2,

-80*a3*a2^2*a4+54*a1^2*a3*a2*a4-12*a1^2*a3^3-108*a1^3*a4^2-12*a1*a3^2*a4-192*a3*a4^2+_

18*a3^3*a2+288*a2*a1*a4^2+2*a2^2*a1*a3^2-8*a2^3*a1*a4,

-160*a3*a1*a4*a2+18*a3*a1^3*a4-256*a2*a4^2+64*a2^3*a4-12*a3^2*a2^2+18*a1*a3^3+_

144*a1^2*a4^2+2*a3^2*a2*a1^2-12*a2^2*a1^2*a4+144*a3^2*a4,

-80*a1*a2^2*a4+18*a1^3*a2*a4-12*a1^3*a3^2-8*a2^3*a3-108*a3^3-12*a1^2*a4*a3-192*a1*a4^2+_

54*a3^2*a2*a1+2*a1^2*a2^2*a3+288*a3*a2*a4,

-80*a2^2*a1*a3+18*a2*a1^3*a3-256*a2^2*a4+16*a2^4-54*a1^4*a4+768*a4^2-6*a1^2*a3^2-_

384*a1*a3*a4+288*a2*a1^2*a4-4*a2^3*a1^2+144*a3^2*a2]

{ 4 variables

{ Dimension 2

{ Degr�e 4

Syst�eme Neural :

[x^2*z+y^2*z-z*a+1,

x^2*y+y*z^2-y*a+1,

x*y^2+x*z^2-x*a+1]

{ 4 variables

{ Dimension 1

{ Degr�e 24

Syst�eme Wang :

[y^2-2*x1^2*x2^2*x3^2*x4*x5*x6-x1^2*x2^2*x3^2*x4^2*x5-x1^2*x2^2*x3^2*x4*x6^2-x1^2*x2^2*x3^2*x4^2*x6-_

x1^2*x2^2*x3^2*x5^2*x6-x1^2*x2^2*x3^2*x5^2*x4-x1^2*x2^2*x3^2*x5*x6^2,

2*x2^2*x3^2*x4*x5*x6+x2^2*x3^2*x4^2*x5+x2^2*x3^2*x4*x6^2+x2^2*x3^2*x4^2*x6+x2^2*x3^2*x5^2*x6+_

x2^2*x3^2*x5^2*x4+x2^2*x3^2*x5*x6^2+a2*x4,

2*x1^2*x3^2*x4*x5*x6+x1^2*x3^2*x4^2*x5+x1^2*x3^2*x4*x6^2+x1^2*x3^2*x4^2*x6+x1^2*x3^2*x5^2*x6+_

x1^2*x3^2*x5^2*x4+x1^2*x3^2*x5*x6^2+a1*x6,

2*x1^2*x2^2*x4*x5*x6+x1^2*x2^2*x4^2*x5+x1^2*x2^2*x4*x6^2+x1^2*x2^2*x4^2*x6+x1^2*x2^2*x5^2*x6+_

x1^2*x2^2*x5^2*x4+x1^2*x2^2*x5*x6^2+a3*x5,

2*x6*x5*x3^2*x2^2+2*x2^2*x3^2*x4*x5+x6^2*x3^2*x2^2+2*x2^2*x3^2*x4*x6+x5^2*x3^2*x2^2+a2,

2*x1^2*x2^2*x5*x6+2*x1^2*x2^2*x4*x5+x6^2*x2^2*x1^2+2*x6*x4*x2^2*x1^2+x4^2*x2^2*x1^2+a3,

2*x1^2*x3^2*x4*x6+x4^2*x3^2*x1^2+2*x1^2*x3^2*x5*x6+2*x5*x4*x3^2*x1^2+x5^2*x3^2*x1^2+a1,

x2^2*x6-1,

x1^2*x4-1,

x3^2*x5-1]

{ 10 variables

{ Dimension 1

{ Degr�e 114

Syst�eme Hairer2 :

[B1+B2+B3+B4-1,

2*B2*C2 + 2*B3*C3 + 2*B4*C4 - 1,

3*B2*C2^2 +3*B3*C3^2 +3*B4*C4^2 -1,

6*B3*A32*C2 +6*B4*A42*C2 +6*B4*A43*C3 -1,

4*B2*C2^3 +4*B3*C3^3 +4*B4*C4^3 -1,

8*B3*C3*A32*C2 +8*B4*C4*A42*C2 +8*B4*C4*A43*C3 -1,

12*B3*A32*C2^2 +12*B4*A42*C2^2 +12*B4*A43*C3^2 -1,

24*B4*A43*A32*C2 -1,

-A21+C2,

-A31-A32+C3,

-A41-A42-A43+C4]
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{ 13 variables

{ Dimension 2

{ Degr�e 25

B.3 Syst�emes venus du monde industriel

Les syst�emes suivants sont extraits de [38]. Dans les syst�emes F633, F744, et F855,

les auteurs recherchent les nombres complexes de module 1 qui v�eri�ent ces �equations.

Chronologiquement, nous avons d'abord ocult�e le sens de ces syst�emes a�n de tester si nos

algorithmes �etaient capables de r�esoudre de tels probl�emes contenant autant de variables.

Puis, dans un deuxi�eme temps, nous avons construit �a partir de ces syst�emes, les syst�emes

RF633, RF744, et RF855 qui sont la r�e�ecriture des syst�emes pr�ec�edents, de mani�ere �a

en chercher les racines r�eelles.

Syst�eme F633 :

[2*u6 + 2*u5 + 2*u4 + 2*u3 + 2*u2 + 1,

2*U6 + 2*U5 + 2*U4 + 2*U3 + 2*U2 + 1,

1-4*u2*U3-4*u2*U4-4*u2*U5-4*u2*U6+4*u3*U2-4*u3*U4-4*u3*U5-4*u3*U6+4*u4*U2+4*u4*U3-4*u4*U5-_

4*u4*U6+4*u5*U2+4*u5*U3+4*u5*U4-4*u5*U6+4*u6*U2+4*u6*U3+4*u6*U4+4*u6*U5+2*u2+2*u3+2*u4+2*u5+2*u6,

1-4*U2*u3-4*U2*u4-4*U2*u5-4*U2*u6+4*U3*u2-4*U3*u4-4*U3*u5-4*U3*u6+4*U4*u2+4*U4*u3-4*U4*u5-_

4*U4*u6+4*U5*u2+4*U5*u3+4*U5*u4-4*U5*u6+4*U6*u2+4*U6*u3+4*U6*u4+4*U6*u5+2*U2+2*U3+2*U4+2*U5+2*U6,

U2*u2 -1,

U3*u3 -1,

U4*u4 -1,

U5*u5 -1,

U6*u6 -1]

{ 10 variables

{ Dimension 2

{ Degr�e 32

Syst�eme F744 :

[2*u7 + 2*u6 + 2*u5 + 2*u4 + 2*u3 + 2*u2 + 1,

2*U7 + 2*U6 + 2*U5 + 2*U4 + 2*U3 + 2*U2 + 1,

8*U6*u7 + 8*U5*u7 + 8*U4*u7 + 8*U3*u7 + 8*U2*u7 + 8*U6*u6 + 8*U5*u6 + 8*U4*u6 + 8*U3*u6 + 8*U2*u6 + _

8*U5*u5 + 8*U4*u5 + 8*U3*u5 + 8*U2*u5 + 8*U4*u4 + 8*U3*u4 + 8*U2*u4 + 8*U3*u3 + 8*U2*u3 + 8*U2*u2 -17,

8*U7*u6 + 8*U6*u6 + 8*U7*u5 + 8*U6*u5 + 8*U5*u5 + 8*U7*u4 + 8*U6*u4 + 8*U5*u4 + 8*U4*u4 + 8*U7*u3 + _

8*U6*u3 + 8*U5*u3 + 8*U4*u3 + 8*U3*u3 + 8*U7*u2 + 8*U6*u2 + 8*U5*u2 + 8*U4*u2 + 8*U3*u2 + 8*U2*u2 -17,

16*U5*U3*u4 + 16*U5*U2*u4 + 16*U5*U2*u3 + 16*U4*U2*u3 + 8*U5*u4 + 8*U5*u3 + 8*U4*u3 + 8*U5*u2 + 8*U4*u2 +_

8*U3*u2 + 18*U5 + 18*U4 + 18*U3 + 18*U2 + 11,

16*U4*u5*u3 + 16*U4*u5*u2 + 16*U3*u5*u2 + 16*U3*u4*u2 + 8*U4*u5 + 8*U3*u5 + 8*U2*u5 + 8*U3*u4 + 8*U2*u4 + _

8*U2*u3 + 18*u5 + 18*u4 + 18*u3 + 18*u2 + 11,

U2*u2 -1,

U3*u3 -1,

U4*u4 -1,

U5*u5 -1,

U6*u6 -1,

U7*u7 -1]

{ 12 variables

{ Dimension 1



188 Exemples de systemes polynomiaux

{ Degr�e 40

Syst�eme F855 :

[2*x8 + 2*x7 + 2*x6 + 2*x5 + 2*x4 + 2*x3 + 2*x2 + 1,

2*X8 + 2*X7 + 2*X6 + 2*X5 + 2*X4 + 2*X3 + 2*X2 + 1,

X2*x2 -1,

X3*x3 -1,

X4*x4 -1,

X5*x5 -1,

X6*x6 -1,

X7*x7 -1,

X8*x8 -1,

-4*X7*x8 -4*X6*x8 -4*X5*x8 -4*X4*x8 -4*X3*x8 -4*X2*x8 + 4*X8*x7 -4*X6*x7 -4*X5*x7 -_

4*X4*x7 -4*X3*x7-4*X2*x7 + 4*X8*x6 + 4*X7*x6 -4*X5*x6 -4*X4*x6 -4*X3*x6 -4*X2*x6 + _

4*X8*x5 + 4*X7*x5 + 4*X6*x5 -4*X4*x5 -4*X3*x5 -4*X2*x5 + 4*X8*x4 + 4*X7*x4 + 4*X6*x4 + _

4*X5*x4 -4*X3*x4 -4*X2*x4 + 4*X8*x3 + 4*X7*x3 + 4*X6*x3 + 4*X5*x3 + 4*X4*x3 -4*X2*x3 + _

4*X8*x2 + 4*X7*x2 + 4*X6*x2 + 4*X5*x2 + 4*X4*x2 + 4*X3*x2 + 2*X8 + 2*X7 + 2*X6 + 2*X5 + _

2*X4 + 2*X3 + 2*X2 + 1,

4*X7*x8 + 4*X6*x8 + 4*X5*x8 + 4*X4*x8 + 4*X3*x8 + 4*X2*x8 - 4*X8*x7 + 4*X6*x7 + 4*X5*x7 + _

4*X4*x7 + 4*X3*x7 + 4*X2*x7 - 4*X8*x6 -4*X7*x6 + 4*X5*x6 + 4*X4*x6 + 4*X3*x6 + 4*X2*x6 - _

4*X8*x5 -4*X7*x5 -4*X6*x5 + 4*X4*x5 + 4*X3*x5 + 4*X2*x5 - 4*X8*x4 -4*X7*x4 -4*X6*x4 -_

4*X5*x4 + 4*X3*x4 + 4*X2*x4 - 4*X8*x3 -4*X7*x3 -4*X6*x3 -4*X5*x3 -4*X4*x3 + 4*X2*x3 - _

4*X8*x2 -4*X7*x2 -4*X6*x2 -4*X5*x2 -4*X4*x2 -4*X3*x2 + 2*x8 + 2*x7 + 2*x6 + 2*x5 + 2*x4 + _

2*x3 + 2*x2 + 1,

16*X6*X4*x5 + 16*X6*X3*x5 + 16*X6*X2*x5 + 16*X6*X3*x4 + 16*X5*X3*x4 + 16*X6*X2*x4 + _

16*X5*X2*x4 + 16*X6*X2*x3 + 16*X5*X2*x3 + 16*X4*X2*x3 + 8*X6*x5 + 8*X6*x4 + 8*X5*x4 + _

8*X6*x3 + 8*X5*x3 + 8*X4*x3 + 8*X6*x2 + 8*X5*x2 + 8*X4*x2 + 8*X3*x2 + 26*X6 + 26*X5 + _

26*X4 + 26*X3 + 26*X2 + 15,

16*X5*x6*x4 + 16*X5*x6*x3 + 16*X4*x6*x3 + 16*X4*x5*x3 + 16*X5*x6*x2 + 16*X4*x6*x2 + _

16*X3*x6*x2 + 16*X4*x5*x2 + 16*X3*x5*x2 + 16*X3*x4*x2 + 8*X5*x6 + 8*X4*x6 + 8*X3*x6 + _

8*X2*x6 + 8*X4*x5 + 8*X3*x5 + 8*X2*x5 + 8*X3*x4 + 8*X2*x4 + 8*X2*x3 + 26*x6 + 26*x5 + _

26*x4 + 26*x3 + 26*x2 + 15,

-2*X7*X5*x8*x6 -2*X7*X4*x8*x6 -2*X7*X3*x8*x6 -2*X7*X2*x8*x6 - 2*X7*X4*x8*x5 -_

2*X6*X4*x8*x5 -2*X7*X3*x8*x5 -2*X6*X3*x8*x5 - 2*X7*X2*x8*x5 -2*X6*X2*x8*x5 + _

2*X8*X6*x7*x5 -2*X6*X4*x7*x5 - 2*X6*X3*x7*x5 -2*X6*X2*x7*x5 -2*X7*X3*x8*x4 -_

2*X6*X3*x8*x4 - 2*X5*X3*x8*x4 -2*X7*X2*x8*x4 -2*X6*X2*x8*x4 -2*X5*X2*x8*x4 + _

2*X8*X6*x7*x4 + 2*X8*X5*x7*x4 -2*X6*X3*x7*x4 -2*X5*X3*x7*x4 - 2*X6*X2*x7*x4 -_

2*X5*X2*x7*x4 + 2*X8*X5*x6*x4 + 2*X7*X5*x6*x4 - 2*X5*X3*x6*x4 -2*X5*X2*x6*x4 -_

2*X7*X2*x8*x3 -2*X6*X2*x8*x3 - 2*X5*X2*x8*x3 -2*X4*X2*x8*x3 + 2*X8*X6*x7*x3 + _

2*X8*X5*x7*x3 + 2*X8*X4*x7*x3 -2*X6*X2*x7*x3 -2*X5*X2*x7*x3 -2*X4*X2*x7*x3 + _

2*X8*X5*x6*x3 + 2*X7*X5*x6*x3 + 2*X8*X4*x6*x3 + 2*X7*X4*x6*x3 - 2*X5*X2*x6*x3 -_

2*X4*X2*x6*x3 + 2*X8*X4*x5*x3 + 2*X7*X4*x5*x3 + 2*X6*X4*x5*x3 -2*X4*X2*x5*x3 + _

2*X8*X6*x7*x2 + 2*X8*X5*x7*x2 + 2*X8*X4*x7*x2 + 2*X8*X3*x7*x2 + 2*X8*X5*x6*x2 + _

2*X7*X5*x6*x2 + 2*X8*X4*x6*x2 + 2*X7*X4*x6*x2 + 2*X8*X3*x6*x2 + 2*X7*X3*x6*x2 + _

2*X8*X4*x5*x2 + 2*X7*X4*x5*x2 + 2*X6*X4*x5*x2 + 2*X8*X3*x5*x2 + 2*X7*X3*x5*x2 + _

2*X6*X3*x5*x2 + 2*X8*X3*x4*x2 + 2*X7*X3*x4*x2 + 2*X6*X3*x4*x2 + 2*X5*X3*x4*x2 + _

X8*X6*x7 + X8*X5*x7 + X8*X4*x7 + X8*X3*x7 + X8*X2*x7 + X8*X5*x6 + X7*X5*x6 + X8*X4*x6 + _

X7*X4*x6 + X8*X3*x6 + X7*X3*x6 + X8*X2*x6 + X7*X2*x6 - X7*x8*x6 + X8*X4*x5 + X7*X4*x5 + _

X6*X4*x5 + X8*X3*x5 + X7*X3*x5 + X6*X3*x5 + X8*X2*x5 + X7*X2*x5 + X6*X2*x5 - X7*x8*x5 - _

X6*x8*x5 - X6*x7*x5 + X8*X3*x4 + X7*X3*x4 + X6*X3*x4 + X5*X3*x4 + X8*X2*x4 + X7*X2*x4 + _

X6*X2*x4 + X5*X2*x4 - X7*x8*x4 - X6*x8*x4 - X5*x8*x4 - X6*x7*x4 - X5*x7*x4 - X5*x6*x4 + _

X8*X2*x3 + X7*X2*x3 + X6*X2*x3 + X5*X2*x3 + X4*X2*x3 - X7*x8*x3 - X6*x8*x3 - X5*x8*x3 - _

X4*x8*x3 - X6*x7*x3 - X5*x7*x3 - X4*x7*x3 - X5*x6*x3 - X4*x6*x3 - X4*x5*x3 - X7*x8*x2 - _

X6*x8*x2 - X5*x8*x2 - X4*x8*x2 - X3*x8*x2 - X6*x7*x2 - X5*x7*x2 - X4*x7*x2 - X3*x7*x2 - _

X5*x6*x2 - X4*x6*x2 - X3*x6*x2 - X4*x5*x2 - X3*x5*x2 - X3*x4*x2,

2*X7*X5*x8*x6 + 2*X7*X4*x8*x6 + 2*X7*X3*x8*x6 + 2*X7*X2*x8*x6 + 2*X7*X4*x8*x5 + _

2*X6*X4*x8*x5 + 2*X7*X3*x8*x5 + 2*X6*X3*x8*x5 + 2*X7*X2*x8*x5 + 2*X6*X2*x8*x5 -_

2*X8*X6*x7*x5 + 2*X6*X4*x7*x5 + 2*X6*X3*x7*x5 + 2*X6*X2*x7*x5 + 2*X7*X3*x8*x4 + _

2*X6*X3*x8*x4 + 2*X5*X3*x8*x4 + 2*X7*X2*x8*x4 + 2*X6*X2*x8*x4 + 2*X5*X2*x8*x4 - _

2*X8*X6*x7*x4 -2*X8*X5*x7*x4 + 2*X6*X3*x7*x4 + 2*X5*X3*x7*x4 + 2*X6*X2*x7*x4 + _

2*X5*X2*x7*x4 -2*X8*X5*x6*x4 -2*X7*X5*x6*x4 + 2*X5*X3*x6*x4 + 2*X5*X2*x6*x4 + _

2*X7*X2*x8*x3 + 2*X6*X2*x8*x3 + 2*X5*X2*x8*x3 + 2*X4*X2*x8*x3 -2*X8*X6*x7*x3 -_

2*X8*X5*x7*x3 - 2*X8*X4*x7*x3 + 2*X6*X2*x7*x3 + 2*X5*X2*x7*x3 + 2*X4*X2*x7*x3 - _

2*X8*X5*x6*x3 -2*X7*X5*x6*x3 -2*X8*X4*x6*x3 -2*X7*X4*x6*x3 + 2*X5*X2*x6*x3 + _
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2*X4*X2*x6*x3 -2*X8*X4*x5*x3 -2*X7*X4*x5*x3 - 2*X6*X4*x5*x3 + _

2*X4*X2*x5*x3 -2*X8*X6*x7*x2 -2*X8*X5*x7*x2 - 2*X8*X4*x7*x2 -2*X8*X3*x7*x2 -_

2*X8*X5*x6*x2 -2*X7*X5*x6*x2 - 2*X8*X4*x6*x2 -2*X7*X4*x6*x2 -2*X8*X3*x6*x2 -_

2*X7*X3*x6*x2 - 2*X8*X4*x5*x2 -2*X7*X4*x5*x2 -2*X6*X4*x5*x2 -2*X8*X3*x5*x2 - _

2*X7*X3*x5*x2 -2*X6*X3*x5*x2 -2*X8*X3*x4*x2 -2*X7*X3*x4*x2 - 2*X6*X3*x4*x2 -_

2*X5*X3*x4*x2 - X8*X6*x7 - X8*X5*x7 - X8*X4*x7 - X8*X3*x7 - X8*X2*x7 - X8*X5*x6 - _

X7*X5*x6 - X8*X4*x6 - X7*X4*x6 - X8*X3*x6 - X7*X3*x6 - X8*X2*x6 - X7*X2*x6 + X7*x8*x6 - _

X8*X4*x5 - X7*X4*x5 - X6*X4*x5 - X8*X3*x5 - X7*X3*x5 - X6*X3*x5 - X8*X2*x5 - X7*X2*x5 - _

X6*X2*x5 + X7*x8*x5 + X6*x8*x5 + X6*x7*x5 - X8*X3*x4 - X7*X3*x4 - X6*X3*x4 - X5*X3*x4 - _

X8*X2*x4 - X7*X2*x4 - X6*X2*x4 - X5*X2*x4 + X7*x8*x4 + X6*x8*x4 + X5*x8*x4 + X6*x7*x4 + _

X5*x7*x4 + X5*x6*x4 - X8*X2*x3 - X7*X2*x3 - X6*X2*x3 - X5*X2*x3 - X4*X2*x3 + X7*x8*x3 + _

X6*x8*x3 + X5*x8*x3 + X4*x8*x3 + X6*x7*x3 + X5*x7*x3 + X4*x7*x3 + X5*x6*x3 + X4*x6*x3 + _

X4*x5*x3 + X7*x8*x2 + X6*x8*x2 + X5*x8*x2 + X4*x8*x2 + X3*x8*x2 + X6*x7*x2 + X5*x7*x2 + _

X4*x7*x2 + X3*x7*x2 + X5*x6*x2 + X4*x6*x2 + X3*x6*x2 + X4*x5*x2 + X3*x5*x2 + X3*x4*x2]

{ 12 variables

{ Dimension 1

{ Degr�e 52
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