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Introduction

Le calcul formel (ou symbolique) est un domaine qui se situe a la charniere des mathéma-
tiques et de l'informatique. On cherche a résoudre algébriquement des problemes d’essence
mathématique par des moyens informatiques. L'intérét est de calculer de maniere exacte en
manipulant des symboles qui ont une portée générale. Le résultat d’un calcul pourra étre
alors directement exploité avec des valeurs particulieres pour ces symboles, contrairement a
des techniques numériques ou il faudrait recommencer tout le calcul a chaque changement de
valeur. Cette exactitude a un cott. Pour la résolution de systemes d’équations polynomiales,
elle permet cependant d’obtenir des informations globales sur I’ensemble des zéros du sys-
teme alors que 'on étudie généralement des propriétés locales avec des techniques d’analyse
numérique. De plus, il ne faut pas oublier que le calcul formel est une discipline plus jeune
que le calcul numérique. Néanmoins il parait primordial pour son développement que des
réalisations pratiques efficaces soient élaborées. Le travail présenté ici tente de contribuer a
cet objectif, qui demande un investissement équilibré sur les aspects théoriques et les soucis
d’implantation du calcul formel.

L’axe de cette these est la résolution pratique de systemes d’équations polynomiales.
Mais les liens entre différentes parties des mathématiques sont fréquents et nos résultats
nous ont aussi mené a développer notre travail en théorie de Galois effective. Nous avons
obtenu des résultats d’ordre mathématique exploitables algorithmiquement et a des fins
d’optimisation. De plus, nos implantations réalisées dans le cadre le plus général montrent
que notre approche a l'aide d’ensembles triangulaires de polynomes est particulierement
performante dans le domaine de la théorie de Galois par rapport a des techniques plus
éprouvées et mieux optimisées en machine telles que celles fondées sur les bases de Grobner.

En calcul formel, la résolution de systemes d’équations polynomiales est un probleme
fondamental, dans le sens ou c’est la source d’applications variées et que sa complexité le
rend extrémement difficile. Les applications sont en effet multiples. Nous en détaillerons
certains aspects par la suite, mais en voici déja un apercu:

— probleme des n-corps en mécanique céleste,
— cinématique des robots,

— compression d’images,

— preuve automatique de théoremes,

— calcul de groupes de Galois et détermination du corps de décomposition d’un polynéme
en théorie de Galois.



Les techniques symboliques de résolution de systemes polynomiaux font intervenir des
algorithmes qui sont tres souvent de complexité au moins exponentielle. On doit alors porter
une grande attention a la représentation des données et a I'implantation pour rendre les cal-
culs réalisables. Les meilleurs algorithmes théoriques permettent de savoir ce qui est possible
mais sont parfois plus lents que les meilleurs algorithmes pratiques, dont la complexité n’est
pas toujours connue. De plus, dans le cas ou le nombre de solutions d’un systeme n’est pas
fini, se présente le probleme de donner une description de I’ensemble de ces solutions.

Un systeme d’équations polynomiales en n variables zq,x,,...,z, a coefficients dans
un corps k correspond a un ensemble F' de polynémes de k[xy,...,x,] dont on cherche les
zéros communs. La méthode de résolution la plus répandue consiste a remplacer F' par un
systeme appelé base de Grobner, qui a des propriétés particulieres permettant d’obtenir
des informations d’ordre algébrique importantes avec les algorithmes appropriés. Elle est
développée depuis les travaux de Buchberger [Buc65] et a fait I'objet d’implantations de
plus en plus efficaces. Cependant, si le systeme de départ est formé de polynémes de degré
maximal d, alors la base de Grobner obtenue peut contenir un nombre de polynémes de
ordre de d27".

Pour des raisons d’efficacité et de lisibilité des solutions, on a intérét a scinder le probleme
lorsque c’est possible. On calcule alors une décomposition du systeme de départ en plusieurs
systemes. Cette approche a été utilisée sur les bases de Grobner en factorisant des polynémes
en cours de calcul. Une autre possibilité, étudiée principalement depuis [Wu87], consiste a
effectuer une décomposition a 'aide d’ensembles triangulaires de polynémes. En supposant
les variables de F' ordonnées de sorte que 17 < 22 < ... < x, (on peut s’y ramener par
renumérotation), un ensemble T' C k[xy, ..., x,] est triangulaire si pour toute variable z; il
existe au plus un polynéme p de T' dont z; est la plus grande variable.

Le nombre réduit des éléments d’un ensemble triangulaire de polynémes est un facteur
positif. Ces ensembles permettent de lire facilement des propriétés géométriques. Il est néan-
moins préférable de leur imposer des conditions supplémentaires pour optimiser cette lisibilité
et leur fournir des caractéristiques géométriques intrinseques satisfaisantes. Par exemple, le
degré de la variété du systeme peut étre surestimé. L’ajout de propriétés supplémentaires per-
mettra alors de lire directement ce degré, notamment en rendant les polynomes square-free
dans des tours d’extensions. Différents algorithmes de décomposition basés sur 1'utilisation
d’ensembles triangulaires ont été présentés depuis [Wu87]. Les conditions imposées aux en-
sembles triangulaires varient d’une méthode a I'autre. Il en va de méme concernant la relation
entre les zéros communs des polynomes de départ et les ensembles triangulaires calculés. 11
est donc difficile de comparer les possibilités pratiques de ces différents algorithmes. Nous
avons réalisé en collaboration avec M. Moreno Maza un premier travail de comparaison ex-
périmentale pour quatre d’entre elles. On y constate en particulier I’hétérogénéité du sens
de résolution. Ce travail est exposé dans le chapitre 7.

La complexité des méthodes «triangulaires» pourrait étre simplement exponentielle se-
lon [GM90]. Cela justifie leur développement si on compare au comportement doublement
exponentiel des bases de Grobner dans le pire des cas. Malheureusement, ces méthodes ne
bénéficient pas encore d’implantations aussi optimisées que celles fondées sur les bases de
Grobner. Nous verrons pourtant plus loin que les implantations que nous avons réalisées
dans le systeme généraliste de calcul formel AXIOM basé sur le langage LISP peuvent dans



certains cas, étre performantes par rapport a des implantations adaptées pour le calcul de
bases de Grobner et écrites en C.

Nos résultats sont prometteurs méme s’il reste beaucoup a faire pour calculer directement
des décompositions triangulaires dans des problemes difficiles. Le passage de nos implanta-
tions dans un langage plus efficace pourrait donc étre un prolongement naturel du travail
présenté ici. Actuellement les techniques de triangulation offrent tout de méme une complé-
mentarité au calcul de bases de Grobner. En effet, une décomposition triangulaire fournit
généralement plus d’informations géométriques sur I’ensemble des zéros du systeme que la
seule base de Grobner. Mais dans les cas difficiles, le seul moyen d’obtenir une telle dé-
composition est de calculer d’abord une base de Grobner du systeme a 1’aide d’un logiciel
efficace, et d’appliquer ensuite une méthode triangulaire sur cette base. De maniere simi-
laire, lorsque le systeme a un nombre fini de solutions, le calcul de Représentation Univariée
Rationnelle [Rou96] est plus facile a partir d’'une décomposition triangulaire du systeme qu’a
partir d’une base de Grobner.

Au cours de cette these, notre travail s’est développé dans plusieurs directions. La subdi-
vision ci-dessous ne signifie pas du tout un cloisonnement car ces différents aspects sont en
interaction :

(i) théorique: un travail de base mathématique est nécessaire pour comprendre, optimiser
et développer des algorithmes. La découverte de nouvelles structures et propriétés
permet d’envisager de nouveaux algorithmes. Le chapitre 6 donne une illustration de
ce phénomene en théorie de Galois. On peut aussi mentionner le travail entamé par F.
Rouillier (INRITA Nancy) et M. Safey (LIP6) visant a résoudre les problemes de décision
sur les variétés algébriques réelles et qui utilise certains résultats mathématiques du
chapitre 4.

(ii) algorithmique: les avancées sont souvent obtenues a partir du travail mathématique ci-
dessus. Nos algorithmes permettent en particulier d’améliorer 'efficacité de méthodes
de décomposition triangulaire existantes et de proposer de nouvelles spécifications.

(iii) implantation et expérimentation: on doit préter attention a disposer de structures de
données adaptées. L'implantation des fonctions de base sur les polynomes est primor-
diale pour l'efficacité. L’implantation de domaines correspondant a une hiérarchie de
notions d’ensembles triangulaires s’inscrit dans un travail de programmation objet. La
partie de comparaison expérimentale demande beaucoup d’investissement; elle induit
une réflexion sur le comportement des implantations qui font évoluer celles-ci. Nous
avons implanté une méthode de décomposition triangulaire proposée par D. Wang
[Wan93b] et la méthode de décomposition de M. Kalkbrener [Kal93] [Kal95]. Nous
avons optimisé cette derniere grace au travail théorique mené sur la notion d’ensemble
triangulaire.

(iv) applications: c’est d’une part la recherche et ’étude de systemes qui correspondent a
des problemes autres que des exemples-tests. L’autre aspect concerne I'intérét de nos
résultats pour des questions indépendantes du probleme de la résolution de systemes
algébriques. Jusqu’a maintenant, I’utilisation de la notion d’ensemble triangulaire pour



d’autres buts que la résolution de systemes, s’est essentiellement limitée a la démons-
tration automatique de théoremes en géométrie. Nous ouvrons de nouveaux horizons
puisque "apport de notre technologie permet des avancées en théorie de Galois.

On peut dégager trois parties dans cet ouvrage. La premiere présente les notions, les
résultats mathématiques et les algorithmes permettant la résolution de systemes algébriques
par des ensembles triangulaires de polynomes (chapitres 1 a 5). Dans la deuxieme partie,
composée de I'unique chapitre 6, sont développés des outils en théorie de Galois effective. La
troisieme présente des travaux d’implantation et d’expérimentation et quelques applications
de nos implantations (chapitres 7 et 8). Le document est structuré comme suit. Précisons
que chaque chapitre est précédé d’un résumé auquel on se reportera pour plus de détails.

Le premier chapitre présente le probleme de la résolution de systemes algébriques. Le
second chapitre met en place les définitions et propriétés de base qui seront utilisés par la
suite.

On s’intéresse dans le chapitre 3 aux anneaux de polyndémes en une variable. Apres
quelques faits connus, nous introduisons la notion nouvelle d’idéal quasi-monogene régqulier
dans ces anneaux et en présenterons les propriétés principales qui nous fournissent 1’essence
de certaines preuves concernant les ensembles triangulaires. La derniere section traite du
calcul de pged de polynomes lorsque ’anneau de base est un produit de corps. On y présente
le principe dynamique de calcul de pged qui est utilisé par nos algorithmes du chapitre 5.

Le chapitre 4 étudie les propriétés des ensembles triangulaires. Il prolonge le travail mené
en collaboration avec M. Moreno Maza et D. Lazard dans [ALM99] en faisant apparaitre
plusieurs résultats nouveaux. Nous présentons dans le théoreme 4.1.4 un nouveau résultat
de structure sur 1’idéal saturé d’un ensemble triangulaire. On s’intéresse ensuite a quelques
types particuliers d’ensembles triangulaires. Le concept d’ensemble caractéristique de Ritt et
de Wu est examiné dans la section 4.2. Nous introduisons dans la section 4.3 une définition
simple dont nous montrons 1’équivalence avec le concept de chaine réguliere de M. Kalkbre-
ner. Puis nous dégageons la structure de produit de corps associée dans laquelle travaillent
les algorithmes du chapitre 5. Une synthese des relations entre ces différentes théories est ex-
primée dans le théoreme d’équivalence de la section 4.6. Finalement, la section 4.7 contribue
au rapprochement avec la théorie des bases de Grobner.

Le chapitre 5 présente des algorithmes qui permettent de calculer des décompositions
de variétés algébriques en ensembles triangulaires. A la base de ce travail se trouvent des
algorithmes proposés par M. Kalkbrener dans [Kal93]. Nous en construisons d’autres qui
permettent de décomposer une variété avec des spécifications plus fortes. Nous avons im-
planté ces algorithmes en AXIOM. Les calculs de pged modulo un ensemble triangulaire
interviennent de facon intensive pour de telles décompositions comme dans la méthode de
décomposition triangulaire de D. Lazard [Laz91a] [Mor97]. Nous sommes passés pour plus
d’efficacité de l'algorithme de type euclidien présenté par M. Kalkbrener a un algorithme
basé sur la méthode des sous-résultants, puis nous avons adapté plus récemment les amé-
liorations apportées par L. Ducos a cet algorithme des sous-résultants [Duc96] [Duc97] pour
les utiliser avec nos ensembles triangulaires.

La deuxieme partie de cette these est uniquement composée du chapitre 6 qui peut se lire
de facon indépendante. Elle traite de la théorie de Galois algébrique constructive et nécessite



donc l'introduction de la terminologie nécessaire pour travailler dans ce domaine. La lecture
de cette partie n’est pas nécessaire pour la compréhension du reste du document car son
objet principal n’est pas la résolution de systemes polynomiaux. On y retrouvera néanmoins
certains liens avec ce probleme. Ce chapitre reprend 'article [AVIS] (en anglais) réalisé en
collaboration avec A. Valibouze (LIP6) et présenté a la conférence internationale MEGA’98.
Nos résultats passent par une nouvelle approche qui développe des liens avec 1’algebre com-
mutative, qui se limitaient jusqu’a maintenant aux notions d’idéal des relations et d’idéal des
relations symétriques. Nous y précisons la structure d’idéaux plus généraux qui interviennent
en théorie de Galois et proposons de nouveaux algorithmes qui permettent de calculer de
maniere algébrique les résolvantes relatives ainsi que la base de Grobner lexicographique d’un
tel idéal, qui a pour particularité d’étre aussi un ensemble triangulaire.

La derniere partie du document commence avec le chapitre 7, rédigé en anglais, qui
présente un travail de comparaison expérimentale de quatre méthodes de décomposition
de systemes polynomiaux a ’aide d’ensembles triangulaires que nous avons réalisé avec M.
Moreno Maza [AM99]. Ces quatres méthodes ont été implantées dans le langage orienté-objet
AXIOM, dans un cadre commun pour partager les mémes routines de base et permettre une
comparaison significative. Le travail de conception mené a cette occasion est illustré dans
la figure 7.1 p. 115, qui présente les catégories et les domaines implantés correspondant aux
propriétés des différentes méthodes étudiées. La complexité des algorithmes de décomposition
triangulaires n’est pas encore connue et les considérations de complexité ne sont de toutes
fagons pas suffisantes pour le développement du calcul formel. Il est par conséquent important
d’évaluer pratiquement les possibilités des algorithmes au niveau pratique pour des exemples-
tests connus. Mais il faut aussi les évaluer avec des exemples provenant de la physique, de
I’analyse numérique, du traitement du signal, . ...

Le chapitre 8 illustre enfin I'intérét de nos implantations avec quelques applications. Nos
nouveaux algorithmes permettent de résoudre de facon performante des problemes de théorie
de Galois algébrique constructive. D’autre part, les méthodes de décomposition triangulaire
completent les bases de Grobner dans des problemes de compression d’images. Enfin, nos
implantations peuvent étre utilisées efficacement pour résoudre certains systemes provenant
du probleme des n-corps en mécanique céleste.

On trouvera a la fin de la these deux annexes et un index. La premiere annexe est compo-
sée de rappels d’algebre commutative qui sont utiles pour la compréhension de résultats du
chapitre 4. La seconde rappelle quelques éléments de base sur la notion de base de Grobner.
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Chapitre 1

Variétés et systemes algébriques

Résumé

Nous rappelons dans ce court chapitre quelques notions et propriétés afférentes aux va-
riétés algébriques. Nous précisons ensuite ce qu’on peut entendre par résoudre un systeme
d’équations polynomiales. On peut en effet distinguer la résolution au sens géométrique, ou
I’on ne s’intéresse qu’a l'ensemble des solutions du systeme, de la résolution au sens algé-
brique ou 1’on désire conserver la stucture algébrique de 1'idéal engendré par les polynémes
du systeme. Les méthodes de résolution basées sur les ensembles triangulaires de polynémes
(définis dans le chapitre 2) se limitent a I"aspect géométrique du probleme.
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1.1 Variétés algébriques

Dans tout l'ouvrage, on considere un corps commutatif k et une extension A" du corps k.
Soit n un entier strictement positif et 1 < ... < x,, des variables, ordonnées algébriquement
indépendantes sur k. On note [1,n] 'ensembles des entiers compris entre 1 et n. Pour tout
i € [1,n] on pose P; = k[ay,...,z;]. Par convention Py désigne le corps k.

On désignera par A un anneau commutatif unitaire. Pour une partie £/ de A on désigne
par (), l'idéal engendré par £ dans A. Pour £ = {a1,...,a,} on note (ai,...,a,),.
Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre on écrit simplement (E). Si E est vide, on pose
par convention (@) = {0}. Un idéal I de A est dit propre s’il est distinct de A. Dans tout le
document le radical d’un idéal I est noté /I.

Soit F' un sous-ensemble de P,,. On appelle zéro de F' tout élément =z de K" tel que
f(2) = 0 pour tout f € F. On note alors Vi (F') I'ensemble des zéros de F. Pour un
polynéome p de P,, et une partie V de K™, on dira que p s’annule sur V' si p(z) = 0 pour tout

zeV.

Définition 1.1.1 Une partie V de K" est une k-variété s’il existe une partie F' de P, tel
que V = V(F). Dans la suite, si aucune confusion n’est a craindre on dira simplement
variété pour une k-variété et on notera V(F) au liew de Vg (F').

Remarque 1.1.2 1l est clair que tout zéro de I’ C P, est un zéro de l'idéal engendré par
F dans P, et vice-versa, d’ou 1’égalité suivante:

Vi(F) = Vg((F)).

Définition 1.1.3 Soit V une k-variété de K. On appelle idéal associé a V' sur k lidéal de
P, composé des polynomes qui s’annulent sur V. On le note Idi (V) ou Id(V') si aucune
confusion n’est a craindre.

Rappelons quelques propriétés classiques.

Proposition 1.1.4 Soit [ et J deux idéaux de P,,. Soit V et W deux sous-ensembles de
K™. On a alors les propriétés suivantes:

(1) I S Idp(Vi(I))

(ii) V C Vi(Idy(V))

(i) 1 € J = V(J) C V()

(iv) V.C W = Id(W) C Idy(V)

() V(D U V() = V(InJ) = V(I.J)
(vi) V(I) 0 V(J) = V(I+.J)
(vii) Tdy(V AOW) = Idy(V) + Id(W)
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Preuve. Les quatre premiers points se déduisent clairement des définitions. Vérifions (v).
Les inclusions

[.JCInJCI,J

entrainent

V(I) UV(J) C V(INJ) € V(I.J).

Réciproquement, soit ¢ un élément de K™ tel que ( € V(1) U V(J). Il existe p € I tel que
p(C) # 0 et g € J tel que ¢(¢) # 0. Par conséquent 1’élément pg de I.J ne s’annule pas sur .
Les égalités suivantes s’obtiennent facilement de maniere similaire. O

Proposition 1.1.5 Si V et W sont deux k-variétés de K™ alors
(i) Ve(Idp(V)) = V',
(i) V C W << Idi(W) C Idp(V) .

Preuve. Il existe F' C P, tel que V = Vg((F)). On a clairement (F') C Idg(V) d’ou
Vi (Id,(V)) € V par le point (ii¢) de la proposition 1.1.4. De plus, cette méme proposi-
tion affirme I'inclusion réciproque. Pour (i¢), 'implication directe est encore donnée dans la
proposition 1.1.4. La réciproque résulte de (i) apres passage aux variétés associées. a

Ci-dessous, nous présentons rapidement la notion de cloture de Zariski pour des parties
de K™. Elle apparaitra dans le théoreme 2.2.21 qui précise la relation entre deux notions
associées aux ensembles triangulaires. Mentionnons que la notion de cloture intervient natu-
rellement pour la projection de variétés algébriques et I’étude des idéaux d’élimination. On
pourra voir a ce sujet le chapitre 3 de [CLO92].

Définition 1.1.6 Soit W une partie de K™. La cloture de Zariski de W sur k, notée W, est
la plus petite k-variété qui contient W.

Proposition 1.1.7 Soit W une partie de K". On a W = Vi (Id,(W)).

Preuve. Soit V une variété de K™ telle que W C V. On en déduit Id,(V) C Idx(W)
puis Vi (Idg(W)) € Vi (Idk(V)). On a ainsi Vi (Id,(W)) C V d’apres la proposition 1.1.5.

[’assertion en résulte immédiatement. O

1.2 Résolution de systemes algébriques

On constate avec 1’égalité (i) de la proposition 1.1.5 que la connaissance de I'idéal associé
a une variété permet de retrouver celle-ci. Par contre, il n’est pas possible de reconstruire un
idéal seulement a partir de la donnée de sa variété associée. En effet, prenons par exemple
l'idéal I = (a7, 23) dans P,. 1l est clair que sa variété associé est V = {(0,0)} . Malheu-
reusement, la seule connaissance de cette variété n’est pas suffisante pour en déduire 7. On
peut aisément vérifier que Idg (V') = (21, x2), qui contient I comme le précise le point (i) de
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la proposition 1.1.4, mais l'inclusion est stricte. Ce phénomene provient du fait qu’il existe
une multitude d’idéaux dont V' est la variété, comme on le voit simplement avec les idéaux
du type (x!,27"). Cependant, le théoréme classique des zéros de Hilbert (Nullstellensatz)
ci-dessous précise le lien entre un idéal I de P, et I'idéal des polynomes qui s’annulent sur
les zéros de I dans le cas ou 'extension K est algébriquement close. On pourra consulter la
section 16.5 de [vdW91] pour la preuve.

Théoréme 1.2.1 (Nullstellensatz fort) Soit k un corps et K une extension algébrique-
ment close de k. Si I est un idéal de P,, alors

Id,(Vi(1) = VT .

Le Nullstellensatz permet, pour K algébriquement clos, d’établir une bijection entre
I’ensemble des k-variétés de K™ et ’ensemble des idéaux radicaux de P, avec les opérations
Id et V. Nous supposerons désormais que A est algébriquement clos, la situation classique
consistant a prendre pour K le corps des complexes et k& = Q. Un systeme algébrique est la
donnée d’un ensemble fini F' de polynomes de P,,.

Soit [ I'idéal de P, engendré par F'. Mathématiquement, «résoudre» le systeme F' c’est
déterminer la variété V = Vi (F') = Vi (I). Cela peut étre entendu de plusieurs manieres.
D’un point de vue numérique, pour K = C on cherchera a trouver un ensemble de n-
uplets (ai,...,a,) de K™ qui fournissent des valeurs approchées des coordonnées des points
de V. On peut aussi adopter une approche formelle pour décrire exactement la variété V:;
c’est dans ce cadre que nous nous placons. En utilisant la correspondance entre variétés et
idéaux, il s’agit alors de déterminer un ou plusieurs ensembles de polynomes qui décrivent le
radical de [ de facon plus satisfaisante que F' lui-méme. Ce qu’on entend par «satisfaisant»
dépend étroitement de 1'usage qu’on veut faire de la solution. On effectue ainsi une résolution
géométrique du probleme. Mais nous avons vu plus haut qu’en passant de I’idéal I a sa variété,
autrement dit a son radical, on perdait de I'information. On peut donc choisir de conserver
I'information maximale tout au long du calcul pour obtenir en fin de compte une description
de 'idéal [ lui-méme. C’est ce que nous appellerons une résolution algébrique.

Une forme bien connue de résolution algébrique est basée sur 'utilisation de bases de
Grobner. La notion de base de Grobner et ses principales propriétés sont rappelées dans
I’annexe B (le lecteur pourra consulter [BW93] ou [CLO92] pour plus de détails a ce sujet).
Cette résolution consiste a calculer une base de Grobner de 'idéal /. Lorsque le systeme a
un nombre fini de solutions, on peut ainsi obtenir pour 'ordre lexicographique un systeme
G de générateurs de [ sous la forme:

91(51?1)
92,1(51?17 51?2)

92,7’2(1;17 1}2)

G (T1y ..., 2p)

G (L1500 2)
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A partir du systeme (G on peut répondre a certaines questions qui n’étaient en général
pas accessibles directement avec le systeme de départ. Il est possible, par exemple, de dire
algorithmiquement si un polynéme p donné appartient ou non a l'idéal I en calculant la
forme normale de p par rapport a (.

Les développements effectués a partir de 1’algorithme de Buchberger [Buc65] ont permis
des implantations de plus en plus efficaces de cette méthode (GB [Fau94], MAGMA [CPIT7],...)
bien que la complexité de cet algorithme soit doublement exponentielle en le nombre de va-
riables [Huy86]. Récemment, la nouvelle génération d’algorithmes présentée par J.C. Faugere
[Fau97] offre encore des progres considérables.

Néanmoins la lecture de la géométrie du systeme sur une base de Grobner n’est pas
forcément facile. Pour y remédier, on peut utiliser comme alternative, ou en complément,
une méthode de résolution géométrique qui représente ’ensemble des zéros du systeme a
I’aide de systemes triangulaires de polyndémes. Dans ce cadre, une solution du systeme est
alors constituée d’une famille finie de systemes triangulaires T} qui, dans le cas ou le nombre
de zéros est fini, s’écrivent sous la forme

91(51?1)
92(51?17 51?2)
93(51?17 T3, 51?3)

I X1, ) .

L’expression des zéros de I en fonction des T} peut étre variable selon les algorithmes
employés. Toujours dans le cas d’un nombre fini de zéros, avec de bonnes méthodes, on
aura Vi (F) = U; Vi(T;) et des polynomes ¢g; dont 'image dans (P;—1/(g1,...,¢i-1))[xi]
est unitaire. On peut alors déduire aisément avec un tel résultat les solutions numériques.
Attention, si le systeme de départ admet une infinité de zéros alors certains des ¢; ci-dessus
peuvent étre absents. De plus, 'expression de Vi (F') en fonction des T, ne correspond pas
obligatoirement & celle donnée ci-dessus (voir les sections 5.4 et 5.5), mais nécessite des
notions qui sont introduites plus loin.

Lorsque le systeme F' est de dimension zéro, une autre facon de résoudre au sens al-
gébrique consiste a calculer une Représentation Univariée Rationnelle (RUR) du systeme
[Rou98]. Une implantation efficace de F. Rouillier [Rou96] permet de calculer une telle repré-
sentation a partir d’une base de Grobner de I pour un ordre quelconque. Cette représentation
a pour intérét de conserver les multiplicités des zéros du systeme F' et d’étre particulierement
adaptée a la recherche des zéros réels du systeme. La RUR est aussi un ensemble triangulaire
mais comporte une variable supplémentaire ¢, et s’écrit sous la forme
p(t)
g1 (tv 1’1)
g?(tv 1’2)
g3 tv 1’3)

Gnlt, 1)
ou les g; sont linéaires en z;. Pour obtenir une décomposition en plusieurs RUR, il faudrait
encore factoriser le polynome p(t), dont le degré est celui de 'idéal I et peut donc étre
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élevé. Si on ne cherche pas a conserver les multiplicités, le calcul de RUR et les méthodes
de décomposition triangulaire que nous présentons dans ce document peuvent alors étre
complémentaires. Fn effet, le calcul de RUR est plus facile a partir d’une décomposition
triangulaire qu’a partir d’une base de Grobner de I car le degré des variétés associées aux
ensembles triangulaires obtenus est plus petit que celui de I'idéal de départ. On obtient de
cette facon plusieurs RUR qui ont 'avantage d’étre plus compactes qu'une RUR calculée
a partir d’'une base de Grobner de [. Ce phénomene est particulierement visible sur des
exemples qui se scindent en beaucoup de composantes (comme les cyclic-n [Bjo85]).
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Chapitre 2

Les structures de base

Résumé

Ce chapitre présente les structures de données que nous utilisons dans nos algorithmes.
Nous introduisons les notions liées a la représentation récursive des polynoémes que nous
utilisons. Dans les méthodes de décomposition triangulaire de systemes de polynomes de
k[z1,...,2,)], les polynomes sont considérés comme des polynomes a une variable sur ’anneau
klz1,...,2,-1]. La terminologie associée a cette vision récursive est précisée dans la premiere
section. Nous y examinons aussi quelques propriétés de la pseudo-division. Cette opération
est en effet a la base de nos algorithmes.

La section 2 présente la notion d’ensemble triangulaire de polyndmes et la terminologie
associée dont nous aurons besoin dans tout le document. Les différentes notions de réduction
par un ensemble triangulaire sont rappelées. Grace a la propriété que nous établissons dans
le lemme 2.2.11, la proposition 2.2.13 relie la réduction par un ensemble triangulaire avec le
concept de mondme de téte, bien connu dans la théorie des bases de Grobner, et permet de
montrer les résultats de la section 4.7 concernant les ensembles triangulaires extraits d'une
base de Grobner . On introduit ensuite le concept fondamental de saturé d’un ensemble
triangulaire dont le théoreme 2.2.21 précise la relation avec la notion de zéros réguliers.
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2.1 Polynémes

Nous précisons dans cette section les définitions et notations qui concernent les polynémes
a plusieurs variables que nous manipulerons ensuite. La vision naturelle des polynomes asso-
ciée aux méthodes que nous présenterons plus loin est une vision récursive. Sommairement,
un polynoéme p sera considéré comme un polynéme univarié en la variable la plus grande
qui apparait dans p. C’est une représentation tout-a-fait différente de celle utilisée dans la
théorie des bases de Grobner ou ’on considere un polynéme comme une somme de monémes.
Certaines notions similaires dans cette derniere théorie et dans celle basée sur les ensembles
triangulaires pourraient préter a confusion quand on utilise les deux théories simultanément.
Pour cette raison nous utilisons une terminologie spécifique introduite dans [ALM99]. Cette
terminologie n’est pas non plus completement nouvelle puisque le concept important d’initial
défini ci-dessous est standard en algebre différentielle.

2.1.1 Définitions et notations

Pour un polynéme p de P,, on désignera le degré de p en la variable x; par deg(p, x;).

Définition 2.1.1 Soit p un polynome de P, tel que p € k. La variable principale de p, qu’on
désigne par mvar(p), est la plus grande des variables x4, ..., x, qui apparait dans p.

Définition 2.1.2 Soit p un polynome non constant de P, tel que mvar(p) = x;. Posons
p=cxl+r oudestle degré de p en z;, et c le cocfficient de téte de p en x;. On définit les
notions suivantes :

le degré d est appelé degré principal de p. Il est noté mdeg(p).

— le coefficient ¢ € P,,_y est appelé initial de p et noté init(p).

le polynome r est appelé queue de p, qu’on note tail(p).

~ le terme cx? est appelé téte de p, désigné par head(p).

Exemple 2.1.3 Soit n = 4. Si p = (w2234 25) x4 — 221 alors on a mvar(p) = x4, mdeg(p) = 1,
init(p) = a3 + 23 et tail(p) = —2z;.

L’ordre partiel sur les polynomes de P,, que nous définissons ci-dessous est introduit dans

[Rit66).

Définition 2.1.4 Soit p,q € P,,. On dit que p est plus petit que ¢ pour l'ordre de Ritt et
on éerit p <, q st U'une des conditions suivantes est satisfaite :

(1) peEketqdk,
(17) p,q & k et mvar(p) < mvar(q),

(1i1) p,q & k et mvar(p) = mvar(q) et mdeg(p) < mdeg(q).
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On dit que p est plus grand que ¢ pour 'ordre de Ritt et on écrit p =, q si ¢ <, p. Les
polynomes p et g sont équivalents pour 'ordre de Ritt si on a ni p <, q, ni p=, q. On écrit
alors p ~, q.

Remarque 2.1.5 Soit p € P, tel que p € k. On a alors

init(p) <, p et tail(p) <, p .

De plus, il est clair que toute suite de P, de premier élément p qui est décroissante pour
I’ordre de Ritt est finie.

2.1.2 Réduction et normalisation

La notion de réduction est importante pour la terminaison de certains algorithmes de
décomposition triangulaire. Celle de normalisation apparait dans [Laz91al; ¢’est une notion
cruciale de la méthode de décomposition en ensembles triangulaires proposée dans ce dernier
article. Les définitions données ici induisent de facon naturelle les notions de réduction et de
normalisation pour les ensembles triangulaires qui seront données plus loin.

Définition 2.1.6 Soit p,q € P, tels que ¢ & k. On dit que p est réduit par rapport a ¢ et
on écrit red?(p,q) si Uune des conditions suivantes est satisfaite :

(i) p=rq,
(17) p & k et mvar(p) > mvar(q) et red?(init(p), ¢) et red?(tail(p), q).

La réduction, qu’on appelle aussi quelquefois réduction forte, se caractérise de fagon
simple.

Proposition 2.1.7 Pour des polynomes p et q de P, tels que q € k, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) red?(p.q),
(12) deg(p, mvar(q)) < mdeg(q).

Preuve. L’équivalence est triviale pour les éléments de k qui sont les éléments minimaux
dans P,, pour l'ordre de Ritt. La remarque 2.1.5 permet d’obtenir le résultat par une induc-
tion sur p. a

Précisons maintenant de facon similaire une notion plus faible de réduction, dite au sens
des initiaux itérés. Une caractérisation simple en termes de degrés est donnée ensuite dans
la proposition 2.1.10.

Définition 2.1.8 Soit p,q € P, tels que ¢ ¢ k. On dit que p est initialement réduit par
rapport a ¢ et on écrit iRed?(p, q) si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(1) p=,q,
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(17) p & k et mvar(p) > mvar(q) et iRed?(init(p), q).

La définition suivante permet de caractériser la réduction au sens des initiaux itérés et
d’introduire le concept de normalisation.

Définition 2.1.9 Soit p un polynome de P,. L’ensemble des initiaux itérés de p est la
partie de P, notée iter(p) définie comme suil: si p € k alors iter(p) = 0, sinon iter(p) =

{p} U iter(init(p)).

Il est clair que pour une variable v donnée, il existe au plus un élément de iter(p) qui
admet v pour variable principale. Par exemple, I’ensemble des initiaux itérés du polynome
p = (wqx3 + 23)x4 — 221 est donné par iter(p) = {xq, voxs + 23, p}.

Le résultat suivant se démontre de la méme fagon que la proposition 2.1.7 .

Proposition 2.1.10 Pour des polynomes p et q de P, tels que g € k, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) iRed?(p. q) ,
(17) Vh € iter(p) \ k, mvar(h) = mvar(q) = mdeg(h) < mdeg(q) .

Définition 2.1.11 Soit p,q € P, tels que ¢ € k. On note v = mvar(q). On dit que p est
normalisé par rapport a q si aucun polynome de Uensemble iter(p) n'admet v comme variable
principale.

Remarque 2.1.12 Si p est normalisé par rapport a ¢ alors p est initialement réduit par
rapport a q.

Exemple 2.1.13 Soit p = (223 + #3)xy — 22, déja donné ci-dessus. Le polynéme p est
normalisé (mais non réduit) par rapport au polynéme x; puisqu’aucun élément de iter(p)
n’a pour variable principale z1. Si ¢ = 123 — 3 alors p n’est pas normalisé par rapport a g
puisque le polynéme x5 est un élément de iter(p) dont la variable principale est la méme que
celle de ¢q. Il est clair que p n’est pas réduit par rapport a g. Cependant p est initialement
réduit par rapport a ¢ car mdeg(zy) < mdeg(q). Enfin avec ¢ = 23 — 2212923 + 321 on peut
constater que p peut étre réduit par rapport a ¢ sans étre normalisé.

Notation 2.1.14 Soit F' une partie de P,, et i un entier de [1,n]. On note

F. = FNPi_y et Ff ={feF | mvar(f)>a;} .

2.1.3 Propriétés de la pseudo-division

Notation 2.1.15 Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient p, f € A[X] avec p # 0. On
notera lc(p) le coefficient du monome de plus haut degré de p et deg(p) ce degré. On désigne
par prem(p, f) et pquo(p, f) le pseudo-reste et le pseudo-quotient de p par f. Rappelons que
ces polynomes sont définis par:

(1) 6 = max(0,deg(p) —deg(f) + 1) ,
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(i) le(f)’p = pquo(p, f) p + prem(p, f) |
(17) prem(p, f) #0 = deg(prem(p, f), X) < deg(f) .

Donnons d’abord quelques propriétés immédiates de la pseudo-division.

Proposition 2.1.16 Soit A un anneau intégre et ¢ un élément non nul de A. Soit p € A[X]
et € A[X]\ A. On note h Uinitial de f et 6 = max(deg(p, X) — deg(f, X)+ 1,0). Si r est

le pseudo-reste de p par f, alors on a:
(i) prem(ep, f) = er,
(ii) prem(p,cf) = &1 .

Preuve. Ilexiste un unique polyndéme ¢ tel que h°p = gf+r. On a alors h’(cp) = (cq) f+er.
Sir # 0 alors er # 0 et deg(er, X) < deg(f, X). Si r est nul alors er aussi. Dans les deux
cas, le résultat (1) découle donc de 'unicité du pseudo-reste.

On montre (:¢) maintenant. Si 6 = 0 alors prem(p, f) = p et 1’égalité est évidente. Si § > 0
alors on a h® ¢® p = &1 q(cf) + ¢ r. Puisque he est I'initial de cf et deg(c’r, X) < deg(f, X)
dans le cas ou r est non nul, 'unicité du pseudo-reste assure encore ici le résultat. a

Nous verrons que les notions de réduction pour les ensembles triangulaires sont liées a
une situation ou le polynéme p de la proposition 2.1.16 a une variable principale plus grande
que celle de f. On s’intéresse ci-dessous au propriétés particulieres a ce cas de figure.

Proposition 2.1.17 Soit ¢ et j deux entiers de [1,n] tels que 1 < j. On considére deux
polynomes f et p de P, tels que mvar(f) = x; et mvar(p) = x;. On pose h = init(f) et
p = Zi:opkl'?; ot d = mdeg(p). Pour tout entier k on pose uy = deg(p, ;) — deg(pr, x:).
Alors si deg(p, x;) > deg(f, ;) on a

d
prem(p, f) = > h** prem(py, f) x .

k=0
Preuve. Soit r le pseudo-reste de p par f et § = deg(p, ;) — deg(f,x;) + 1. De méme
O, = deg(pg, x;) — deg(f, x;) + 1. Il existe un polynome ¢ tel que
Rp=qf+r. (2.1)

Notons py (resp. qi,7x) le coefficient de p (resp. ¢,r) de degré k en x;. La variable z;
n’apparaissant ni dans f ni dans &, on obtient

Ropr = qif + 75 - (2.2)

Par conséquent on a
(R pr) = anf + e (2.3)
Puisque deg(ry, x;) < deg(r,x;) < mdeg(f), on en conclut ry = prem(h**py, ). Comme z;

n’est pas une variable de h, il suffit ensuite d’appliquer la proposition 2.1.16 pour obtenir
ri, = h* prem(pg, f). O



i A VE A A W J UL WAL U LLL ) W AR

Le corollaire ci-dessous est une conséquence immédiate de la proposition 2.1.17.

Corollaire 2.1.18 Avec les hypotheses de la proposition 2.1.17, on a
~ prem(p, f) =0 < (Vk€[0,d]) prem(py, f) =0 .

~ deg(prem(p, f), mvar(p)) = mdeg(p) <= prem(ps, ) # 0 ,

2.2 Ensembles triangulaires

2.2.1 Deéfinitions et notations

Dans cette section nous donnons les définitions les plus générales concernant les ensembles
triangulaires. La notion de réduction est rappelée. Celle-ci est primordiale dans certains
algorithmes utilisant les ensembles triangulaires. La terminaison des algorithmes de Ritt
[Rit66] et de Wu [Wu8T] est basée sur la notion d’ensemble triangulaire réduit (qu’on trouve
sous les termes anglais de «chain» dans [Rit66] et de «ascending set» dans [Wu87]). D’autres
notions plus faibles de réduction sont utiles pour améliorer ’efficacité de la méthode de Wu.
Nous précisons en particulier celle d’ensemble triangulaire initialement réduit qui apparait
dans les relations entre bases de Grobner et ensembles triangulaires étudiées dans la partie

4.7.

Définition 2.2.1 Une partie T' de P, est appelé un ensemble triangulaire si aucun élément
de T n’appartient au corps de base k et si pour tout couple d’éléments distincts (p,q) de T
on a mvar(p) # mvar(q).

Une variable v € {x4,...,2,} est dite algébrique par rapport a T' s’il existe un polynome
p de T tel que v = mvar(p). Dans le cas contraire v est dite transcendante par rapport a T
L’ensemble des variables qui sont algébriques par rapport a T est noté algVar(T). Si T n’est
pas vide, on note mvar(T') le plus grand élément de algVar(T).

Exemple 2.2.2 Soit n > 4. Le sous-ensemble {z{zy + 1,212 — 1} de P, n’est pas un
ensemble triangulaire. Par contre Ty = {23 — 3, 23 — 2z 12223 + 32y, (vew3 + 235) vy — 274 }
est un ensemble triangulaire, et algVar(Ty) = {3, x5, x4} .

Remarque 2.2.3 Si p est un polynome de P, alors iter(p), 'ensemble des initiaux itérés de
p (voir définition 2.1.9), est un ensemble triangulaire.

Notation 2.2.4 Soit T' un ensemble triangulaire de P, et i un entier de {1,...,n}. Si z;
est une variable algébrique par rapport a T alors on note T, Uunique polynome de T de
variable principale x;. Rappelons ausst que

T =TNPi_y et TS ={teT | mvar(t) > z;} .
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La terminologie associée au concept de réduction avec les ensembles triangulaires provient
naturellement de celle introduite dans la section 2.1 concernant la réduction entre deux
polynémes.

Définition 2.2.5 Soit p € P, et T un ensemble triangulaire de P,. On dit que p est réduit
(resp. initialement réduit, resp. normalisé) par rapport a T si p est réduit (resp. initialement
réduit, resp. normalisé) par rapport a chaque élément de T'. On écrit alors respectivement
red?(p,T), iRed?(p,T') et normalized?(p, T').

Un ensemble triangulaire de P, est dit réduit (resp. initialement réduit, resp. norma-
lisé) si pour chaque t € T tel que v = mvar(p), on a red?(¢,T,) (resp. iRed?(t,T.7), resp.
normalized?(¢,7,7)).

Exemple 2.2.6 Soit n > 4. L’ensemble triangulaire Ty (exemple 2.2.2) de P, est un
ensemble triangulaire initialement réduit, mais il n’est ni réduit, ni normalisé (consulter
I’exemple 2.1.13). L’ensemble triangulaire Ty = {z123 — 3, x5 — 22122, (vex3 + 235) 24 — 274 }
n’est pas initialement réduit puisque le degré en x3 de I'initial du troisieme polynéme n’est
pas strictement inférieur au degré principal du deuxieme polynéme x5 — 2z 25. L’ensemble
Ty = {x22 — 3,23 — 23122, 3(22 + 221)2y — 221} est réduit mais pas normalisé. Enfin
Ty = {x123—3, 23— 22129, (1227 +9) x4+ 22322 — 427} est un ensemble triangulaire normalisé.

La définition d’'un ensemble triangulaire réduit donnée ci-dessus correspond a celle de
[Rit66] et [Wu87]. Cependant la notion d’ensemble triangulaire initialement réduit est plus
faible que celle d’ensemble triangulaire réduit en téte que Wu appelle «ascending set in the
weak sense» (voir p. 6 de [Wu87]). Un ensemble triangulaire T" est réduit en téte si I'initial
de tout élément t de T" est réduit par rapport a 1. Pour étre initialement réduit, il suffit que
pour chaque polynome p € iter(t) \ {t} tel qu’il existe ¢’ € T" avec mvar(p) = mvar(t’) on ait
red?(p,t’). Wu avait remarqué que ses calculs étaient souvent plus rapides lorsqu’il n’utilisait
aucune notion de réduction. Mais la terminaison de son algorithme n’était alors plus assurée.
La notion de réduction par rapport aux initiaux itérés permet d’assurer la terminaison de
I’algorithme de Wu tout en pouvant bénéficier d’une plus grande efficacité qu’avec les notions
de réduction plus fortes utilisées par Wu.

Passons maintenant a la notion de pseudo-reste par rapport a un ensemble triangulaire.
Etant donné un ensemble triangulaire T et un polynome p de P,,, on peut construire par
pseudo-divisions successives un polynome r réduit par rapport a 1" comme il est précisé ci-
dessous. En vue de I’étude des ensembles caractéristiques dans la section 4.2, on définit alors
I’ensemble des polynomes p qui se réduisent ainsi a 0 (notation 2.2.8).

Notation 2.2.7 Soit p,q € P, avec ¢ € k. Dans toute la suite, on désigne par prem(p,q) et
pquo(p, q) respectivement le pseudo-reste et le pseudo-quotient de p par q, considérés comme
des polynomes en la variable mvar(q). Soit T C P, un ensemble triangulaire. Si T = ()
on définit prem(p,T) = p sinon prem(p,T) = prem(prem(p,T,), T.") ot v est la plus grande
variable de algVar(T'). Par exemple, avec

T4 = {$1($1 — 1),1’11’2 — 1}
el

2 2
p=x5+x122+ 27,
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on a
prem(p,T) = prem(prem(p,T,,),T;,) = prem(zi+af+1,T,,) = 2 x; + 1.

Notation 2.2.8 Soit T un ensemble triangulaire de P,. On désigne par redo(T) le sous-
ensemble de P, défini par:

redo(T) = {p€ P, | prem(p,T) =0}

Remarque 2.2.9 L’ensemble red,,o(7') n’est pas nécessairement un idéal de P,. En effet,
considérons ’ensemble triangulaire Ty = {27 — x1, 179 — 1} donné dans la notation 2.2.7.
On pose p = —(2] — x1)xg + 21 — 1 et ¢ = (27 — x1)x2. On vérifie immédiatement que
prem(p,T) = prem(q,T) = 0. On a pourtant p+¢ = x1 — 1 donc (p+¢q) & redo(T"). De plus,
puisque p+ ¢q € (T), on constate que red,o(7") ne contient pas toujours I'idéal engendré par

T.
La propriété suivante apparait dans [Wu84] sous le nom de remainder formula.

Proposition 2.2.10 Soit p € P, et T' = {t1,..., 1, } un ensemble triangulaire non vide de
P... On note ¢ Uinitial de ty. Alors on a red?(prem(p,T),T). De plus il existe des entiers
naturels ey, ..., e, et des polynomes q,...,q, de P, tels que

tedrp = i+ -+ Gt 4 prem(p, T') .

Preuve. Ce résultat est facilement obtenu par récurrence sur m en utilisant la proposi-
tion 2.1.7. O

Les propriétés suivantes seront principalement exploitées dans les sections 4.2 et 4.7.

Lemme 2.2.11 Soit T' un ensemble triangulaire de P, et p un polynome non nul de P,,. Si
prem(p,T') = 0 alors il existe un polynome ¢ € iter(p) de variable principale v tel que

(i) v € algVar(T),
(ii) mdeg(c) > mdeg(T,),
(iit) prem(c,T) = 0.

Preuve. Il est clair que p ¢ k donc iter(p) est non vide. On raisonne par récurrence sur le
nombre d’éléments de iter(p). Supposons que iter(p) = {p} et posons v = mvar(p). Remar-
quons d’abord que

prem(init(p),7,) # 0 (2.4)

puisque init(p) est une constante non nulle. Si v était transcendante on aurait prem(p,7,") =
prem(p,T") = 0 donc prem(init(p), T.") = 0 selon le corollaire 2.1.18, ce qui contredit 1’éga-

v

lité (2.4). On en déduit que v € algVar(7'). Si on avait maintenant mdeg(p) < mdeg(7},) il en
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résulterait que prem(p,T,7) = prem(p,T) = 0 comme dans le cas précédent, et on aboutirait
encore a une contradiction. Finalement, il suffit de prendre ¢ = p. Supposons maintenant
que iter(p) # {p} et posons h = init(p). Si p ne vérifie pas les conditions voulues alors on a
mvar(p) transcendante par rapport a T ou bien mvar(p) algébrique et mdeg(p) < mdeg(7,). 1l
en résulte dans les deux cas que prem(p,T,") = prem(p,T) = 0 et le corollaire 2.1.18 entraine
alors prem(init(p),7") = 0. Puisqu’ainsi prem(init(p), T') = 0, on conclut avec I’hypothese de
récurrence. O

Remarque 2.2.12 Soit p un polynome non constant de P, et h1<,hy<, ... <,.h, = p 'en-
semble des éléments de iter(p). Notons leur variable principale respectivement x;, < z,... <
z;, et d; = mdeg(h;). On a alors

A partir du lemme 2.2.11 on déduit alors clairement la proposition suivante qui est
primordiale pour 1’étude des liens entre bases de Grobner et ensembles caractéristiques dans
la section 4.7.

Proposition 2.2.13 Soit T un ensemble triangulaire de P, et p un polynome non nul de
P,. Siprem(p,T) = 0 alors Im(p) n’est pas réduit par rapport a T

La notion d’ensemble triangulaire standard précisée ci-dessous est plus faible que celle
d’ensemble triangulaire initialement réduit. Elle est utilisée dans certains algorithmes de
décomposition triangulaire [CGI0] [Wan93b]. Tout en restant assez générale, elle est adéquate
pour établir certains résultats de la section 4.2 et intervient ainsi dans le théoreme 4.6.1 qui
permet d’unifier des notions provenant de différentes théories.

Définition 2.2.14 Un ensemble triangulaire T de P, est dit standard s’il n’est pas vide et
st pour toute variable v de algVar(T) on a prem(init(T,),T,) # 0. Le terme anglais original
correspondant est fine triangular set.

Proposition 2.2.15 Toutl ensemble triangulaire non vide initialement réduit est standard.

Preuve. C’est une conséquence du lemme 2.2.11. a

2.2.2 Saturé et zéros réguliers

Dans les méthodes de résolution de systemes d’équations algébriques qui travaillent avec
des ensembles triangulaires, ce n’est pas généralement la k-variété associée a un ensemble
triangulaire 7" que I'on prendra en compte. Dans des méthodes telles que celles de Wu [Wu87],
Wang [Wan93b|, Lazard et Moreno Maza [Laz91a] [Mor97], on considere I'ensemble des zéros
réguliers de T (définition 2.2.20).

D’autre part, nous verrons plus loin que les spécifications de la méthode de Kalkbre-
ner [Kal93] et des extensions que nous en obtenons, font intervenir la notion d’idéal saturé
de T' (définition 2.2.16). Le concept d’idéal saturé d’un ensemble triangulaire apparait sous
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un autre nom dans [CG90]. Cependant, le concept plus général d’idéal saturé par rapport a
un sous-ensemble multiplicativement clos d’un anneau est standard en algebre commutative
(voir [Bou6la], p. 90).

Cette section précise les notions précédentes qui nous permettront d’étudier les propriétés
des ensembles triangulaires de polynomes.

Définition 2.2.16 Soit T' C P,, un ensemble triangulaire non vide et h le produit des ini-
tiauz des polynomes de T'. On appelle idéal saturé de T, ou plus simplement saturé de T,

Uidéal de P, noté sat(T) et défini par:
sat(7) = {peP, | Fnem) h"pe(T)}.
Lorsque T'= 0 on pose sat(T) = {0}.

Notation 2.2.17 Pouri € {0,...,n}, si T est un ensemble triangulaire inclus dans P;, on
désigne par sat;(T') Uidéal saturé de T dans P;.

La propriété suivante s’obtient de facon triviale avec la proposition 2.2.10.

Proposition 2.2.18 Pour tout ensemble triangulaire T C P, on a la relation suivante :
red,o(7') C sat(T) .

Remarque 2.2.19 L’inclusion ci-dessus peut ne pas correspondre a une égalité. 1l suffit de
reprendre I'exemple donné dans la remarque 2.2.9, ou red—(7') ne contient pas (') et n’est
meéme pas un idéal.

Définition 2.2.20 Soit T' C P,, un ensemble triangulaire non vide et h le produit des ini-
tiauz des polynomes de T'. On appelle zéro régulier de T tout zéro de T sur lequel h ne
s’annule pas. L’ensemble des zéros réguliers de T est désigné par W(T)) :

W(T) = V(T)\ V(h) .
Théoreme 2.2.21 Pour un ensemble triangulaire T' de P, non vide, on a:
W(T) = V(sat(T))

Preuve. C’est une application de la proposition A.1.16 puisque par définition V(sat(7')) =
V({(T) : h™), ot h est le produit des initiaux des éléments de 7. O

Définition 2.2.22 Un ensemble triangulaire T est dit consistant st W(T') £ (), autrement

dit si sat(T) # P, ou encore h & \/(T).

Exemple 2.2.23 L’ensemble triangulaire 7' = {23 — 27, (21 + x2)x3 — 227, (v3 — 2y )y + 21}
n’est pas consistant. On vérifie effectivement que ’ensemble des zéros de T' est paramétré
par

V ={(0,0,0,t),t € K} U{(0,0,¢,0),t € K,t' € K} .

Tout zéro de T est donc zéro d’un initial de 7.
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On peut se demander pourquoi s’intéresser a l'idéal saturé de T' plutét qu’a 1'idéal engen-
dré par T' lui-méme. En fait, le saturé de T' présente des propriétés intrinseques que n’a pas
I'idéal (T'). Les exemples suivants illustrent comment peut se manifester cette insuffisance.
Le lecteur pourra aussi consulter les exemples 4.3.7 et 4.3.9 donnés plus loin.

Exemple 2.2.24 Intéressons-nous a l’exploitation numérique des zéros d’un ensemble tri-
angulaire. Avec une telle structure, il semble naturel de vouloir déterminer successivement
les valeurs possibles de x1, puis x, etc... en substituant a chaque étape dans un polynéme
de variable principale x; les variables 1, ..., z,_; déja étudiées. Prenons T' = {a? — vy, 23 —
T, 224 — 21} et voyons les difficultés qui peuvent survenir lorsqu’on essaie d’obtenir les zéros
de T'. On détermine les zéros du premier polynéme, puis la valeur de x5 peut étre quelconque.
Ensuite x3 doit étre égal a x5. Mais lors de I’étude du polynéme de variable principale x4, on
est amené a considérer la possibilité 1 = 0 et 23 = 0, ce qui montre que ’on ne se trouve pas
dans le cadre d’une résolution par substitution successive. On remarque facilement que le
fait de prendre en compte les zéros réguliers permet d’éviter cet écueil. On a déja mentionné
qu’on pouvait toutefois aboutir a un ensemble de zéros réguliers vide.

Exemple 2.2.25 Nous verrons dans la section 4.1 que le saturé de T' est équidimensionnel
et que la dimension de sat(T) = n — s ou s est le nombre d’éléments de T'. On n’a rien de
tout ca pour l'idéal (T'). En effet, soit T' = {a] — x1, x123 — x2, x124 — x2}. L'ensemble V' des
zéros de T' peut étre paramétré comme suit :

V ={(1,t,t,t),t e K} U{(0,0,¢,t'),t € K,t' € K} .

On constate donc que la dimension de V, c’est-a-dire la dimension de (7T'), est 2, avec une
composante de dimension 1 et une autre de dimension 2. Le passage au saturé permet
d’éliminer la seconde composante pour obtenir finalement un idéal de dimension 1.
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Chapitre 3

Anneaux de polynomes

Résumé

Nous avons déja précisé que la résolution de systemes polynomiaux a 'aide d’ensembles
triangulaires faisait intervenir naturellement une vision récursive des polynomes. Nous trai-
tons généralement les polyndémes de P, comme des polynémes en une variable sur P,_;.
De plus, nous considérons souvent plutét que ces polyndémes eux-mémes, leur image dans un
anneau de polynomes en une variable sur un anneau total de fractions défini par un ensemble
triangulaire. C’est en effet cette image qui importe dans les algorithmes de la section 5.

Ce chapitre commence par la présentation de quelques propriétés des extensions d’idéaux
d’un anneau A dans A[X]. Certaines sont classiques mais d’autres correspondent plutot a des
exercices d’algebre commutative. N’ayant pas trouvé ces derniers résultats dans la littérature
classique, nous en donnons leur preuve car ils sont nécessaires pour établir la plupart des
propriétés relatives aux ensembles triangulaires.

La seconde section introduit la notion nouvelle d’idéal quasi-monogéne, qui correspond
aux idéaux J de A[X] engendrés par un idéal I de A et un polynome f € A[X]\ A. Nous en
dégageons les propriétés principales, plus particulierement lorsque cet idéal est régulier, c’est-
a-dire quand l'initial du polynéme f n’est pas diviseur de zéro modulo /. Nous montrons que
notre notion d’idéal quasi-monogene régulier se comporte bien pour le passage aux idéaux
d’élimination (proposition 3.2.5) et mettons en évidence qu’on peut dans ce cas caractériser
I'idéal saturé de J par I'initial de f en termes de pseudo-reste (propositions 3.2.9 et 3.2.10).

Les propriétés étudiées dans ces deux premieres sections sont fondamentales puisqu’elles
recouvrent les deux cas de figure qu’on rencontre en travaillant récursivement avec les chaines
régulieres ou ensembles triangulaires réguliers (définitions 4.3.3 et 4.4.5). Le travail que nous
avons réalisé sur les concepts de ces deux premieres sections a fourni le moteur inductif de
résultats apparus dans [AM97] puis publiés dans [ALM99], qui sont présentés ici dans le
théoreme 4.3.11 sous une forme plus large et dans le théoreme 4.4.11.

Nous nous intéressons finalement dans la troisieme section au cas ou A est un produit de
corps. A partir de la définition la plus générale possible d’un pged, on dispose sur de telles
structures de propriétés presque similaires a celles observées dans le cas d’un corps. Cette
partie permet de comprendre le principe de gestion dynamique de scindages des algorithmes
gged de [Kal93] et [Kal95] et subResGed du chapitre 5, qui sont & la base de méthodes de

décomposition triangulaire que nous avons implantées. [’isomorphisme que nous établirons
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dans le théoreme 4.4.14 montre que ces algorithmes calculent un pged sur un produit de corps
et fournit une validation mathématique a I’algorithme gged de M. Kalkbrener. Il montre aussi
la base commune avec les autres algorithmes de gestion dynamique de scindages présentés
dans [MR95] et [Mor97], ce qui n’avait rien d’évident jusqu’alors.
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3.1 Idéaux de A[X] engendrés par un idéal de A

Soit A un anneau commutatif unitaire. On examine les relations entre les idéaux de A et
leur extension dans I’anneau de polynomes A[X] par ’homomorphisme injectif canonique.
Pour un idéal I de A, nous désignerons dans tout le document par I[X] 'extension [¢ de [
dans A[X]. Dans le cas particulier d'un anneau de polynéomes en une variable les propriétés
des extensions rappelées dans la proposition A.1.4 se renforcent. Ensuite, la proposition 3.1.4
permet de caractériser les ensembles composés respectivement des éléments inversibles, des
nilpotents et des diviseurs de zéro de A[X]. Les propriétés de la proposition 3.1.5 sont des
propriétés de base pour I'étude des ensembles triangulaires et seront couramment utilisées
dans I'ouvrage.

Notation 3.1.1 Dans toute la suite, on désigne par Un(A) l'ensemble des unités de A et
par Div(A) Uensemble des éléments de A qui sont diviseurs de zéro. Le nilradical de A,
c’est-a-dire Uidéal des éléments nilpotents de A, est noté Nil(A).

Proposition 3.1.2 Soit [ un idéal de A. Soil p € Alzx] tel que p =L, cia’. Alors
pellX] < Vie{l,...,d}, ¢ €.

Preuve. Supposons que p € [[X]. Il existe ay,...,a, € [ et p1,...,pn € Alx] tels que
p = Z;n:l a;p;. On ordonne alors p suivant ses puissances croissantes et on constate que
chaque coeflicient ¢; est une somme de a;, donc un élément de I. L’implication réciproque
est triviale. O

Proposition 3.1.3 Soit I, I; et Iy des idéaux de Uanneau A. On a:
() I[X]NA =1

Preuve. Montrons (). Tout d’abord, il est clair que I C [[X] N A. Réciproquement, si
p € I[[X] N A alors la proposition 3.1.2 entraine immédiatement que p € I.

Passons a (i2). Puisque (I;N1[3) C Iy ona (/1N 1)[X] C [ X] et de la méme facon (/1 N
L)[X] C L[X], ce qui prouve I'inclusion directe. Considérons maintenant p € I1[X] N I,[X].
On pose p = 34, ;X% L’application de la proposition 3.1.2 & I; (resp. I;) entraine que
¢; € I (resp. ¢; € 1) pour tout 1 < ¢ < d. On en déduit immédiaement que p € (I3 N [5)[X]
donc L[ X]N L[X] C (1N L)[X]. O

Proposition 3.1.4 On note B Uanneau de polynomes A[X]. Soit f = S 0a; X* un polynéme
de B avec a; € A et a, #0. Alors on a:
(i) (f € Un(B)) =
(1) (f € Nil(B)) «—
(1i7) (f€Div(B)) < (dac€ A | (¢ #0) et (af =0)) .

(a0 € Un(A)) et (ai,...,a, € Nil(4)))
(do, .., a, € Nil(A4)) ,
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Preuve. Vérifions (i). Cette propriété est immédiate si n = 0. Supposons maintenant n > 0
et vérifions tout d’abord I'implication directe. On suppose donc qu’il existe g € A[X] tel que
fg = 1. On pose g = 3.0'b; X, Quitte & introduire des b; nuls, on peut supposer: m > n.
On a alors:

anb,, =0
anbm—l + an—lbm = 0
anbm—Z + an—lbm—l + an—Qbm = 0
anbO—I'""I’aObn = 0

En multipliant la seconde équation par a, on tire des deux premieres équations a?b,,_; = 0.
Puis, en multipliant la troisieme équation par ¢? on obtient a>b,,_y = 0. Par récurrence, il
vient a™*'by = 0. Or on a agby = 1. Par suite ¢t = 0 et donc a,, € Nil(A). A Daide de
la proposition A.2.28 on en déduit que f — a, X" = Y0 'a; X" est une unité. On montre
ainsi que tous les a; pour 1 <7 < n sont nilpotents. Enfin, a¢ est une unité puisque 'on a
apby = 1. La réciproque est immédiate a ’aide de la proposition A.2.28.

Vérifions (i7). Si f est nilpotent, alors 1+ X f est une unité, d’apres la proposition A.2.28.
Par suite, avec (i), on en tire ay,...,a, nilpotents. La réciproque s’obtient en élevant f a
une puissance assez grande.

Vérifions (zi7). Supposons tout d’abord qu’il existe g non nul dans A[X] tel que fg = 0.
On choisit g de degré minimal avec cette propriété. On pose g = S.0'b; X7 avec b,, # 0. Soit
renNtel que ) <r <n.Ona:

XlaiX)g = (X aiXi)g

dont le degré est inférieur ou égal a r — 1 + m. Posons h = (3"a; X'~") g. Supposons que h
ne soit pas nul. Alors, son degré est inférieur strictement a celui de g. Or on a:

> aiX g f=0

(C’est-a-dire:

hf=0

Comme ¢ est de degré minimal avec le fait d’appartenir a 0 : (f), le polynome h doit étre

(> aX ) g=0

Pour r = n on en déduit: a,g = 0. Puis, pour avecr =n —1, ..., r =0, il vient:

nul. On a donc:

Up_1g = Up_2g =+ = agg =0

Par suite, tous les produits «;b; sont nuls. On en déduit la conclusion. La réciproque est
immeédiate. O

Proposition 3.1.5 Soit I un idéal de l'anneau A et h un élément de A. Les propriétés
ci-dessous sont alors vérifices :

(1) AX]/UX]) ~ (A/DIXT,
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(12) I premier <= I[X] premier,

)
(1i0) /1 \/_
)

(1v) I primaire < [[X] primaire,

(v) (1 h%)[X] = (I[X]) = h> .
Preuve. La propriété (i) est classique. Elle s’obtient en considérant ’lhomomorphisme sur-
jectif d’anneaux qb de A[X] dans (A/I)[X] défini de la maniere suivante:

B qb( ) = ’

~ Ya € A, qb(a):af.

En utilisant la proposition 3.1.2, on vérifie que ¢ a pour noyau /[X] ce qui prouve (7).

On utilise I'isomorphisme ¢ pour établir les équivalences suivantes: [ premier < A/[
integre <= (A/I)[X] integre < A[X]/(I[X]) integre <= [[X] premier.

Soit p € A[X]. En utilisant I'isomorphisme ¢ on a: p € /[[X] <= p est nilpotent dans
A[X]/I[X] <= p est nilpotent dans (A/I)[X]. Il résulte du point (i7) de la proposition
3.1.4 que p € \/I[X] si et seulement si chaque coefficient de p appartient a v/I, ce qui prouve
la relation (ui1).

Vérifions (iv). Montrons tout d’abord que si [ est primaire dans A alors [[X] est primaire
dans A[X]. 1l suffit d’établir que tout diviseur de zéro dans (A/I)[X] est nilpotent. Soit
p=S"%,¢X € A[X] dont la classe résiduelle dans (A/1)[X] est un diviseur de zéro. Alors,
d’apres le point (7i7) de la proposition 3.1.4 il existe a € A tel que

al #£0 et ap € I[X] .

Comme [ est primaire, on en déduit que chaque coefficient ¢; de f a une puissance dans [.
Ainsi, chaque & est un nilpotent dans A/I et par conséquent p est nilpotent dans (A/I)[X]
(voir proposition 3.1.4). Réciproquement, supposons que [[X] soit primaire dans A[X] et
vérifions que [ est primaire dans A. Soit a et b dans A avec ab € [ et b & I. Nous avons
aussi: ab € [[X] et b &€ [[X]. L’idéal [[X] étant primaire, on obtient «™ € [[X] pour un
entier m. On a ainsi «”™ € [[X] N A, et par conséquent a”™ € [ d’apres la proposition 3.1.3.

Passons finalement a (v). Soit @ un élément de [ : h*™. Il est clair que a € [[X]: h™. Par
conséquent I'idéal engendré par [ : h* dans A[X] est contenu dans I[X]: A%, ce qui montre
I'inclusion directe. Réciproquement, si p = S0, e;x’ € I[X] : A alors il existe un entier m
tel que h™¢; € I pour tout 1 € [1,d]. On a donc ¢; € I : h* pour tout ¢, d’ou p € (I : h™)[X].
O

Pour finir on rappelle le résultat bien connu ci-dessous (voir [Kap74], théoreme 149) qui
précise la hauteur d’un idéal premier (définition A.3.1) dans A[X] selon que celui-ci est une
extension ou non d’un idéal premier de A.

Proposition 3.1.6 Soit P un idéal premier dans un anneau noethérien A. Soit P' un idéal
premier dans Uanneau de polynomes A[X] tel que P' N A ="P. Alors

~ P'=P[X] = ht(P') = ht(P) ,
— P £ P[X] = ht(P)=ht(P)+ 1.
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3.2 Idéaux de A[X] quasi-monogeénes

On introduit dans cette section des outils généraux qui s’appliquent directement par in-
duction pour les ensembles triangulaires de polynémes. Avec la notion nouvelle d’idéal quasi-
monogene régulier nous dégageons les propriétés fondamentales pour 1’étude des ensembles
triangulaires réguliers et des chaines régulieres présentée dans le chapitre 4. Les résultats de
cette section conjugués aux propriétés de la section précédente, permettent effectivement de
traiter les deux cas distingués par la construction inductive d’ensembles triangulaires dans
plusieurs des preuves des résultats importants du chapitre 4. Dans toute la section A est un
anneau noethérien. On notera le degré d’un polynéme p de A[X] par deg(p). Par abus de
notation, I'image d’un polynéme p € A[X] dans (A/[)[X] par 'homomorphisme canonique
sera désignée par 7.

Définition 3.2.1 Soit A un anneau noethérien. On appelle idéal quasi-monogene de ['an-
neau polynomial A[X] tout idéal J de A[X] qui peut s’écrire

J=(U {f}>A[X]
ou I est un idéal de A et f € A[X]\ A. On notera alors J = (I, f).

Nous étudions plus particulierement dans cette section les propriétés de certains idéaux
quasi-monogenes. Il nous faut d’abord renforcer la définition 3.2.1 pour obtenir des propriétés
intéressantes. On cherche par exemple a avoir JN A = [. Cette égalité n’est évidemment pas
vérifiée dans le cas général comme le montre le contre-exemple simple ci-dessous.

Exemple 3.2.2 Soit A = Q[Y] et f = Y X + 1. Soit I I'idéal de A engendré par Y? + Y.
L’inclusion I C J N A est stricte puisque le polynéme Y +1 = (Y + 1)f — X(Y? 4+ Y) est
un élément de J N A, mais qu’il n’appartient pas a I. Remarquons de plus que si on prend
pour I I'idéal engendré par Y? alors on a méme J N A = A.

Définition 3.2.3 Soit A un anneau noethérien et J = (I, f) un idéal quasi-monogéne de
A[X]. On dit que J est régulier si pour tout idéal premier P de A associé a I, on ainit(f) & P.

D’apres la proposition A.1.23 il est équivalent de dire: 'idéal quasi-monogene (1, f) est
régulier si init(f) n’est pas diviseur de zéro dans ’anneau quotient A/I.

Remarque 3.2.4 Soit A un anneau noethérien et J = (I, f) un idéal quasi-monogene de
A[X]. Pour tout idéal premier P associé a [, il est clair que le degré de f modulo P est égal
au degré de f. Il en est de méme pour le degré de f modulo [I.

Proposition 3.2.5 Soit A un anneau noethérien. Pour tout idéal quasi-monogene régulier

J=(I,f)de A[X]onal=JNA.

Preuve. L’inclusion directe étant triviale, il suffit de montrer que (I, f) N A C [. Soit
p € JN A. 1l existe donc r € I[X] et ¢ € A[X] tels que p = r + qf . Puisque 7! =
conclut que

0, on en

_ 7 —=I
P=7F.
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Par hypothese I'initial de f n’est pas diviseur de zéro modulo I. Si on suppose ¢ # 0, on
a par conséquent deg(p!) = deg(q’) + deg(?l). Puisque deg(?l) > 0 (remarque 3.2.4) on
obtient deg(p’) > 0, ce qui contredit le fait que p est dans I'anneau A. On a donc @ = 0 et
par suite p' = 0. O

Corollaire 3.2.6 Soit A un anneau noethérien et J = (I, ) un idéal quasi-monogéne régu-

lier de A[X]. On pose h = init(f). Alors on a I = (J : h™)N A.

Preuve. Il suffit de montrer (J : k)N A C [. Soit a € J : h* N A. 1l existe un entier m
tel que h™a est dans J. Puisque h € A la proposition 3.2.5 entraine h™a € [. Le résultat
découle alors du corollaire A.1.21. O

En utilisant la relation v/.J¢ = v/J° (proposition A.1.4), on obtient immédiatement les
égalités suivantes.

Corollaire 3.2.7 Sous les hypothéses du corollaire 3.2.6, on a:

- VInA=VI,
—J(J:h2) )N A=VI.

Lemme 3.2.8 Soit A un anneau noethérien et J = (I, ) un idéal quasi-monogéne régulier
de A[X]. On pose h = nit(f). Soit r un polynome non nul de A[X] tel que deg(r) < deg(f).
Soit v € J : h* non nul tel que deg(r) < deg(f). Alors

reJ:h®=rellX].

Preuve. Par hypothese, il existe un entier § et un polynéme ¢ tels que h’r — g f appartient
a I'idéal engendré par [ dans A[X]. On a donc

B =g 7. (3.1)

Si q était non nul modulo I on aurait deg(g 71) > deg(f). La relation (3.1) serait alors en
contradiction avec I'hypothese deg(r) < deg(f). On a donc ¢ = 0 et R = 0. Comme J

est régulier, on sait que b~ n’est pas un diviseur de zéro. Par conséquent 7 = 0, ce qu’il
fallait prouver. a

Proposition 3.2.9 Soit A un anneau noethérien et J = (I, f) un idéal quasi-monogéne
régulier de A[X]. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) pe J:init(f)™
(ii) prem(p, f) € I[X] .

Preuve. Montrons d’abord que (z) implique (i7). Puisque f € J :init(f)™, I'hypothese (i)
entraine prem(p, f) € (I+(f)) : init(f)™. Le lemme 3.2.8 s’applique alors avec r = prem(p, f)
et on obtient (7). Prouvons maintenant I'implication réciproque. Il existe un entier 6 > 0 et
q € A[X] tels que h°p = qf + prem(p, f). 1l résulte de ’hypothese (i) que prem(p, f) € J.
Comme on a évidemment f € J on en conclut que p € J : h*. a
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Proposition 3.2.10 Soit A un anneau noethérien et J = (I, f) un idéal quasi-monogéne
régulier de A[X]. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) p€/J init( )™,
(i) (31>0) | prem(p', f) € I[X],
Gii) @m > 0) | prem(p™, f) € /TIX]

Preuve. L’équivalence (i) < (i7) est une conséquence immédiate de la proposition 3.2.9.
L’implication (ii) = (ui1) est triviale. Il nous suffit donc de montrer (ii7) = (¢). Le principe
est identique a celui de la preuve de la proposition 3.2.9 dont nous reprenons les notations.
A partir de la relation A%p™ = ¢f + prem(p™, f), on obtient A%p™ € \/J. Selon la proposi-

tion A.1.14 on a V/J : h=° = /J : h*>° donc p™ € V/J : h=. 1l en résulte que p € V/J : h™.

a

La caractérisation du saturé a 1’aide de la notion de pseudo-reste dans la proposition
3.2.9 entraine la propriété suivante a ’aide de laquelle nous pourrons scinder des ensembles
triangulaires.

Corollaire 3.2.11 Soit A un anneau noethérien et f € A[X]\ A d’initial h. Soit Iy,..., I,
des idéaur de A et I = N2, 1,. On suppose que les idéaux quasi-monogénes J = (I, f) et
(Lo, f) (1 < < m) sont réguliers. Alors

m

Jh® = (Y (LU{f})h™).

=1

Preuve. Soit p € Afz]. Avec les hypotheses et a ’aide la proposition 3.2.9, on a clairement
les équivalences suivantes :

peJ:h” <= prem(p, f) € I[X]
< prem(p, f) € ML, [[X]
— Mel,m]) pe(l,U{f}):h™.

a

Proposition 3.2.12 Soit A un anneau noethérien et f € A[X]\ A d’initial h. Soit a un
élément non nul de A et I' un idéal de A. On note I Uidéal I = 1" : a™. St lidéal quasi-
monogeéne (I, f) est régulier alors

(TU{f}) = h> = (I"U{[}) : (ah)™

Preuve. On pose J = (I,f). Si p € J : h™ alors prem(p, f) € I[X] d’apres la pro-
position 3.2.9, ce qui équivaut a prem(p, f) € I'[X] : a® selon la proposition 3.1.5. Par
conséquent il existe un entier m tel que a”prem(p, f) € I’, c’est-a-dire prem(a™p, f) € I’
puisque a € A (proposition 2.1.16). Il existe un entier § et un polynéme ¢ tels que h’a™p =
qf +prem(a™p, f). On a donc h%a™p € (I' U{f}), ce qui montre I'inclusion directe.
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Réciproquement, Soit p € (I'U{f}) : (ah)™. Il existe un entier m tel que «™p €
(I'U{f}) + h*o. 1l est clair qu’on a alors a™p € J : h*. D’apres la proposition 3.2.9
on a prem(a™p, f) € I. Puisque a est un élément de A la relation précédente équivaut a
a™prem(p, f) € 1. 1l résulte des hypotheses de départ que [ = I : a* donc prem(p, f) € 1.
Une nouvelle application de la proposition 3.2.9 donne p € J : h*. On a ainsi (I'U{f}) :
(ah)>® C J: h* et finalement (I'U {f}) : (ah)>™ =J: h™ O

3.3 Pgcd sur un produit de corps

Nous nous intéressons dans cette section au cas particulier ou ’anneau A est un produit
fini de corps et examinons comment cette structure algébrique fournit un bon support pour
le calcul de pged de polynomes. Nous mettons effectivement en évidence plus loin que 1’al-
gorithme gged proposé dans [Kal93] calcule un pged sur un produit de corps. Ce fait, qui
n’apparait pas du tout dans les travaux de Kalkbrener, explique 'utilisation d’un processus
a la D5 [DDD85] [DD85] dans cet algorithme. Mais ce processus est géré de facon dyna-
mique; il distingue les cas a chaque étape du calcul de pged contrairement aux implantations
présentées dans [Duv87] et [Gom92], qui produisent des résultats sous forme de distinctions
de cas, mais celles-ci ne sont effectuées qu’apres des calculs réalisés génériquement sur les
polynomes a plusieurs variables. Un principe similaire de gestion dynamique pour le calcul de
pged sur des tours d’extensions simples est explicité dans [MR95] pour les tours algébriques,
puis dans [Mor97](chap. 2 et 4); mais ces méthodes nécessitent de travailler constamment
dans la structure de produit de corps sous-jacente. Notre travail met donc en lumiere des
liens forts entre les algorithmes de calcul de pged de [MRI5] et [Mor97] d’une part, ou la
structure de produit de corps intervient clairement du fait qu’elle est associée a un idéal
radical, et I'algorithme gged de [Kal93] d’autre part, ou cette structure de produit de corps
est cachée. Nous présenterons dans la section 5.1 un nouvel algorithme pour calculer des
pgced modulo un ensemble triangulaire par gestion dynamique de scindage, qui utilise des
techniques basées sur les sous-résultants.

Apres 'examen de quelques propriétés de la notion de pged dans des produits d’anneaux
principaux, nous exposons de facon non formelle le principe de base d’une gestion dynamique
pour le calcul efficace de pged sur un produit de corps.

La notion de pgcd peut étre définie de maniere tres générale sur un anneau quelconque
comme suit :

Définition 3.3.1 Soit a et b deux éléments d’un anneau A. On dit que a divise b s’il existe
c € A tel que b = ac. On dit que d € A est un pged de a et b s’il vérifie les deuxr conditions
sutvantes :

— d divise a et d divise b,
— pour tout d' € A, si d divise a et d' divise b alors d' divise d.

[BW93](section 1.7) dont nous avons extrait la définition ci-dessus, limite ensuite 1’étude
du pged au cas ou A est un anneau integre, en précisant que c’est dans ce cadre qu’elle
présente principalement un intérét. Un anneau de polynomes sur un produit de corps est un
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produit d’anneaux principaux et n’est généralement pas integre (sauf si le produit se limite a
un terme). On constatera ci-dessous que 'on dispose néanmoins dans un produit d’anneaux
principaux de la plupart des propriétés du pged dans un anneau principal.

Proposition 3.3.2 Le nilradical d’un produit de corps est réduit a {0} et tout élément
régulier est inversible.

Preuve. Soit a = (ay,...,a,) un élément d’un produit de corps A. Une puissance a” est
nulle si et seulement si chaque a7 est nul, ce qui équivaut a chaque a; est nul puisque a; est
élément d’un corps. Pour la seconde partie de 'affirmation, dire que a est régulier revient a
dire qu'aucun des «; n’est nul. Chaque a; est donc inversible et ainsi a est inversible dans

A. La réciproque est triviale. a
Proposition 3.3.3 Dans un produit d’anneaux A = A; x ... x A, les idéauzr sont les
idéaur Iy x ... x I, ou les I; sont des idéaur de A;. Les idéaur premiers sont du type

Ay XA X Py X Ajpy o X Ay ou Py oest un idéal premier de A;

Preuve. Pour j € [1,s] on note 7; la projection de A sur 'anneau A; et ¢; 1’élément de A
tel que m;(¢;) = 1 et m(¢;) = 0 pour tout 1 # 5. Si [4,..., [; sont des idéaux respectifs de
Aq, ... Ag, 1l est immédiat que le produit Iy x ... x [ est un idéal de A. Considérons mainte-
nant un idéal I de A et j € [1,s]. L’image [; de I par 7; est un idéal de A; puisque 7; est un
morphisme surjectif. On a ainsi I C [; x...x [;. Pour I'inclusion réciproque, comme [ est un
groupe additif il suffit de vérifier que pour tout a; € I; on a a;e; = (0,...,0,a;,0,...,0) € [.
On sait que pour tout ¢ # j il existe b; € A; tel que o = (by,...,bj_1,a5,b;41,...,b5) € I.
Puisque [ est un idéal on a a¢; € I c’est-a-dire a;¢; € I.

Supposons maintenant que [ est premier. Par définition [ est propre; il existe donc un
indice j tel que [; # A;. Montrons que [; est premier. Si a et b sont deux éléments de A;
tels que ab € [I; alors abe; € I donc ae; € I ou be; € I, autrement dit @ € [; ou b € [;. 1l
reste a prouver que pour tout indice ¢ # j on a I; = A;. Supposons le contraire et prenons
i = 1 < jpour simplifier ’écriture. Pour @ € I et b € [; on a alors (1,0,...,0,6,0,...) & [
et (a,0,...,0,1,0,...) &€ I. Le produit de ces deux éléments («,0,...,0,b,0,...) est dans [,
ce qui contredit I’hypothese que I est premier. a

Proposition 3.3.4 Dans un produil d’anneaux a idéaux principaux tous les idéauzr sont
principauy.

Preuve. En utilisant les notations de la proposition 3.3.3, si I; = (a;) pour tout j € [1, 5]
alors il est clair que I = (a) avec a = (ay,...,as). O

Lemme 3.3.5 Si [ = [; x...x I, est un idéal dans un produit fini d’anneauxr Ay X ...x A;,
on a VI=T x...x\/I,. En particulier, I est radical si et seulement si les I; le sont.

Preuve. On le montre pour s = 2. Le cas général s’en déduit aisément. Soit a3 € Ay
et az € Ay. Si (a1,aq) € VI alors il existe un entier m tel que (ai’,ay) € Iy x I3, donc
(a1,az) € VI x \/I,. Réciproquement il existe des entiers m et p tels que (a]*,ab) € I. En
multipliant par (a}, ') on a (ay,as)™t? € I donc (ay,ay) € V1. O
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Le lemme suivant est trivial.

Lemme 3.3.6 Soit A = A; x ... X A; un produit d’anneaux. Alors Uanneau A[X] est iso-
morphe a A[X] x ... x AJX].

L’intérét de travailler sur un produit de corps est d’avoir une notion de pged dans A[X]
similaire a celle dont on a I’habitude sur un corps. En particulier, tout couple d’éléments de
A[X] admet un pged et on dispose de plus d’une relation de Bezout.

Lemme 3.3.7 Soit A un produit d’anneaux intégres. Soit a et b deuxr éléments de A qui
admettent un pged g. Alors un élément ¢' de A est un pged de a et b si et seulement si g et
g’ sont associés.

Preuve. Si g etg’ sont deux pged de a et b alors ¢ divise ¢’ et ¢’ divise g. On en déduit
facilement qu’il existe u et v tels que g = ug’ = uwvg, d’ou (1 — uv)g = 0. En notant w; la
i-eme composante d’'un élément w € A on a soit 1 — u;v; = 0 et alors u, = u; est inversible
dans A;, soit g; = 0 et alors ¢/ = 0; dans ce cas on choisit u; = 1 et on a ¢ = u'¢g’ avec
u’ inversible, ce qui prouve 'implication directe. La contraposée provient du fait que deux
éléments associés satisfont les mémes relations de divisiblité avec tout élément de A. O

La proposition suivante est une extension d’une propriété bien connue pour les anneaux
principaux au cas de produits d’anneaux principaux .

Proposition 3.3.8 Soit a et b des éléments d’un produit d’anneaux principaur A = Ay X
... X As. Alors a et b admettent un pged g € A tel que (a,b) = (g). En particulier, il existe
s ett dans A tels que g = sa + tb.

Preuve. Pour toute composante A; de A il existe g; € A; tel que (a;, bi>Ai = <gi>A," 11 suffit
de prendre g = (g1,...,9s). O

De plus, si f est un élément de A tel que (a,b) = (f), on vérifie immédiatement a I'aide
de la proposition 3.3.7 que f est un pged de a et b.
Dans ce qui suit, la dérivée d'un polynome p € A[X] est notée p'.

Proposition 3.3.9 Soit A =k X ... X ks un produit de corps et p un polynome unitaire de
A[X]. Si(p,p') = A[X] alors U'idéal engendré par p dans A[X] est radical.

Preuve. Notons p; I'image de p modulo k;. Puisque p est unitaire le degré de p; est égal au
degré de p; en particulier p; n’est pas nul. Puisque 1 est un pged de p et p’, alors dans chaque
anneau k;[X] le pged de p; et p est 1. Par conséquent les polynomes p; sont séparables et
les idéaux <pj>k] (x] sont radicaux. Il résulte du lemme 3.3.5 que 'idéal engendré par p est
radical. O

Supposons que A = ky X ... X ks soit un produit de corps. Nous avons vu que tout couple
de polynomes de A[X] admet un pged et que g = (g1,...,9s) € k1[X] X ... X k[ X] est un
pged de a = (aq,...,a5) et b= (by,,...,bs) si et seulement si pour tout j la composante g;
est un pged de a; et b; dans k;[X].
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Soit (a,b) un couple d’éléments de A[X]. Puisqu’on sait calculer un pged de a; et b; sur
chaque corps k;, avec I'algorithme d’Euclide par exemple, on peut donc calculer un pged
de a et b dans A[X]. Mais il faut effectuer s calculs de pged, ce qui devient lourd quand
s grandit. De plus, cela suppose qu’on a la connaissance explicite des différents corps. Or,
savoir qu'un anneau est un produit de corps n’implique pas qu’on connaisse tous ces corps.
Nous serons confrontés a ce probleme majeur plus loin. Bien qu’en ce qui nous concerne les
corps puissent étre calculés, cela nécessite des factorisations sur des extensions de corps; il
est préférable d’éviter ces calculs cotteux.

Le principe introduit dans [DDD85] consiste a calculer sur A comme si ¢’était un corps
tout en effectuant des scindages de ce produit de corps uniquement lorsqu’un diviseur de
zéro est rencontré. En général A sera associé a un idéal de P,_; et les polyndémes a et b
seront représentés par des polynomes de P,. Sur le plan pratique, on peut calculer le pged
de a et b sur P,_; par la technique des sous-résultants, puis remonter dans la suite des
sous-résultants calculés pour déceler de possibles diviseurs de zéro en spécialisant. Il est plus
efficace de gérer dynamiquement cette distinction de cas a chaque étape du calcul de pged.
Nous en expliquons le principe ci-dessous sur un calcul de type euclidien pour en faciliter la
compréhension.

Notons h Uinitial du polynéme b. Effectuons la pseudo-division de a par b dans A[X]. Il
existe deux polynémes ¢ et r tels que

h™a =bg+r

avec r nul ou de degré strictement plus petit que deg(b). De plus, si h n’est pas diviseur de
zéro dans A alors ¢ et r sont uniques (on pourra se référer a [SZ67] p. 30). Dans un produit
de corps, cela correspond au cas ou aucune composante de i n’est nulle; on sait qu’alors h
est inversible dans A donc la relation ci-dessus entraine que a € (b,r). On a encore r € (a,b),
d’ou (b,r) = (a,b).

En réitérant le processus ci-dessus comme on le fait classiquement sur un corps, on obtient
un pged de a et b. Il suffit donc de savoir gérer le cas ou h est diviseur de 0 dans A, c’est-a-dire
lorsque I'image de h est nulle dans au moins un corps k;. Sans perte de généralité on peut
supposer que h est nul dans kq,... k. et h non nul dans k,q,..., ks avecr € [1,s —1]. On
pose alors

B=Fk x...xk

et
B =k x ... xks.

[’image de h dans B[X] est nulle. On a par conséquent
(a,b) g1 = (a,tail(b)) g -
Par induction on trouve dans B[X] un pged gg de a et tail(b) tel que

<avb>B[X] = <gB>B[X] .

D’autre part h est inversible dans B’; on se retrouve donc dans le cas étudié au début. La
encore, on pourra déterminer gg € B'[X] tel que

<avb>B'[X] = <gB'>B’[X] .
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L’isomorphisme A[X] ~ B[X] x B'[X] permet de définir un polynome g € A[X] d’images
respectives gg et gg dans B[X] et B[ X]. Il est clair alors que

<avb>A[X] = <g>A[X] .

On a ainsi obtenu un pged de @ et b dans A[X] sans calculer de pged sur chaque corps.

Remarquons que le processus présenté ci-dessus permet en fait de calculer des polynomes
Gi,- .-, g, et des produits de corps Ay, ..., A, tels que A est isomorphe au produit A; x...x A,
et g; est unitaire sur A; pour tout ¢ € [1,r]. Cette propriété qu’utilisent les algorithmes de
calcul de pged modulo un ensemble triangulaire permet alors de scinder la résolution d’un
systeme algébrique en plusieurs branches.
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Chapitre 4

Propriétés des ensembles triangulaires

Résumé

Les ensembles triangulaires de polynémes apparaissent dans de nombreux articles traitant
des systemes d’équations algébriques. Ritt introduit en 1932 la notion d’ensemble caracté-
ristique pour certains ensembles triangulaires [Rit32] et donne dans [Rit66] un algorithme
de décomposition de systemes algébriques a ’aide de calcul d’ensembles caractéristiques et
de factorisation dans des extensions de corps. Plus récemment, l'algorithme présenté par
Wu [Wu86] [Wu87] calcule des ensembles caractéristiques (dans un sens différent de celui de
Ritt) qui n’engendrent pas forcément un idéal premier. Cette approche a été poursuivie et
améliorée par de nombreux auteurs principalement dans [CG90], [CGI1], [CG92], [GMIO],
[GMOI1], [Wan92b], [Wan93a], [Wan95] .

Un nouveau type d’ensembles triangulaires, appelés chaines régulieres, a été introduit
d’une part dans [YZ94], et d’autre part dans [Kal93], qui tire parti de propriétés des chaines
régulieres pour présenter un algorithme de décomposition de variétés algébriques en variétés
équidimensionnelles décrites par des chaines régulieres. La notion d’ensemble triangulaire
normalisé séparable est introduite dans [Laz9la], qui propose une méthode décomposant
I’ensemble des solutions d’un systeme algébrique en zéros réguliers de tels ensembles trian-
gulaires. Ce travail est prolongé dans [Mor97] qui présente le concept de tour d’extensions
simples. Récemment, [Wan98] donne une généralisation de la notion de chaine réguliere a
des paires d’ensembles polynomiaux (le premier pour les équations et le second pour les in-
équations) dont I'union est un ensemble triangulaire. De telles paires sont appelées systémes
simples. Il présente en méme temps un algorithme de résolution de systemes polynomiaux
dont les sorties sont des systemes simples.

Toutes les théories mentionnées ci-dessus sont assez proches les unes des autres. La situa-
tion est plutot confuse car beaucoup de notions légerement différentes peuvent apparaitre
d’un article a I'autre sous le méme nom (ou au contraire, un nom completement différent).
Avec M. Moreno Maza [AM97], puis avec D. Lazard et M. Moreno Maza [ALM99], nous
avons essayé de clarifier cette situation, et d’établir des liens entre les types d’ensembles
triangulaires utilisés dans différentes approches. Ce chapitre reprend, corrige et prolonge ce
travail.

Certaines preuves sont ici plus simplement obtenues a partir du cadre plus général du
chapitre 3. Ce sont en effet les propriétés du concept d’idéal quasi-monogene régulier présenté
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dans le chapitre 3 qui sont la base inductive du théoreme 4.3.11 et des résultats concernant
les idéaux d’élimination d’une chaine réguliere et de ses idéaux premiers associés (théo-
remes 4.3.4 et 4.3.6).

Dans la section 1, nous montrons I’équidimensionnalité du saturé d’un ensemble trian-
gulaire consistant et nous nous intéressons a ses idéaux d’élimination. Ce nouveau résultat,
plus précis que celui de [CG93] nous permet de valider I’équivalence des notions de chaine
réguliere et d’ensemble triangulaire régulier.

La section 2 rappelle ce qui a trait aux ensembles caractéristiques de Ritt et la facon
dont Wu les utilise.

Nous introduisons dans la section 3 la notion d’ensemble régulier. Les résultats du chapitre
3 permettent d’obtenir des propriétés fondamentales qui caractérisent les ensembles réguliers.
Précisons que nous avons aussi voulu simplifier autant que possible les définitions. Dans cette
optique, la définition d’ensemble triangulaire régulier (4.3.3) nous parait assez compacte et
claire. La cohérence avec la définition plus lourde employée dans [AM9T7] et [ALM99] est
assurée par les résultats de la section 4.5.

La section 4 rappelle d’abord la facon dont Kalkbrener définit les chaines régulieres et
leur représentation. Ce fut une de nos premieres préoccupations que de préciser ce que re-
couvraient exactement ces deux notions. Kalkbrener les définit simultanément d’une facon
inductive qui présente des inconvénients. Il est difficile de comprendre au premier abord les
objets algébriques sur lesquels opéreront les algorithmes; les spécifications de ces derniers
sont alors obscures. Or, il faut maitriser ces points si on veut obtenir une implantation et
une optimisation efficaces. Nous montrons ainsi que la représentation d’une chaine réguliere
correspond au radical de son saturé (théoreme 4.4.11). Grace au théoreme d’équidimension-
nalité de la section 1, on en déduit qu’une chaine réguliere peut étre définie plus simple-
ment comme un ensemble triangulaire régulier. Lisomorphisme que nous établissons dans
le théoreme 4.4.14 montre ensuite que la structure algébrique sur laquelle les algorithmes de
Kalkbrener travaillent implicitement est un produit de corps. Comme nous 'avons exposé
dans la section 3.3, tout couple de polynémes sur un produit de corps admet un pged. Nous
donnons ainsi une validation mathématique de ’algorithme gged de [Kal93]. Ce résultat fait
de plus clairement apparaitre les similitudes de structures algébriques avec les algorithmes
de [Laz91a] et [Mor97] qui travaillent explicitement sur des produits de corps.

Dans la section 5 nous associons a tout ensemble triangulaire une suite d’anneaux de frac-
tions. Nous montrons que si 'ensemble est régulier alors cette suite est une tour d’extensions
simples au sens de [Mor97]. Réciproquement, toute tour d’extensions simples peut étre asso-
ciée a un ensemble triangulaire régulier. .’ensemble de cette section nous permet de donner
une version corrigée de la preuve du théoreme 5.1 de [ALM99] (voir la proposition 4.5.7).

La section 6 présente 'unification de concepts provenant de théories différentes par 1’équi-
valence de plusieurs propriétés dans le théoreme 4.6.1. On y trouvera une nouvelle caracté-
risation d’une chaine réguliere qui n’apparaissait pas dans [ALM99].

Nous terminons par une étude des relations entre ensembles triangulaires et bases de
Grobner ou nous obtenons des résultats plus forts que dans [ALM99]. On constate qu’on
peut obtenir facilement a partir d’une base de Grobner lexicographique d’un idéal au moins
un ensemble caractéristique de Ritt de cet idéal. Et dans le cas ou 1'idéal est premier, il est
encore plus facile d’extraire de la base de Grobner un ensemble triangulaire régulier.
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4.1 Equidimensionnalité

L’objectif de cette section est de montrer que si T' est un ensemble triangulaire de P,
alors 1'idéal sat(7T') est fortement équidimensionnel (voir la définition A.3.6) lorsqu’il ne cor-
respond pas a l’anneau P, tout entier. Ce résultat est nouveau et plus précis que celui de
[CGI3] qui affirme uniquement que sat(7') est équidimensionnel lorsque ¢’est un idéal propre.
C’est en particulier la clé qui est nécessaire pour donner une preuve correcte de I’équivalence
des notions de chaine réguliere (définition 4.4.5) et d’ensemble triangulaire régulier (défini-
tion 4.3.3) qui est affirmée dans [AM97], [Mor97] et [ALM99].

[’idée est d’utiliser les propriétés des suites régulieres (voir la section A.4) en passant
dans un anneau de fractions (voir la section A.2). Dans toute la section on considere un
ensemble triangulaire T'= {f1,..., fs} de P,. Pour tout j € [1, s], on pose h; = init(f;). On
désigne par S la partie multiplicative engendrée par hq,.... hs, c’est-a-dire I’ensemble des
produits finis A{" ... AT=. On utilisera les notations usuelles d’extension et de contraction
introduites dans la section A.2 pour les idéaux de P, et S71P,,.

Lemme 4.1.1 Awvec les hypotheses énoncées ci-dessus, on note I ['idéal engendré par'T dans

P,. Alors I*° = sat(T).

Preuve. Soit I = N?_;(); une décomposition primaire minimale de /. On note P; = /@),
et h = [Terinit(f). On sait avec la proposition A.2.22 que

“= N Q:. (4.1)

P.NS=0

D’autre part, la proposition A.1.20 donne la relation

sat(T) = () @ . (4.2)

hgP;
Remarquons que h € S. Si SNP; =0 on a donc i € P;. Supposons maintenant que h & P;.
Pour tout f € T on a alors init(f) € P;. Il en résulte immédiatement, par construction de 5,
que pour tout s € S on a s € P;. Ainsi h € P; si et seulement si SN P; = (), dou 'égalité
des décompositions (4.1) et (4.2) ci-dessus. O

Proposition 4.1.2 Avec les hypothéses ci-dessus, on note As(f) Uimage dans S™'P,, d’un
polynome f € P, . Sisat(T) # P, alors As(f1), ..., As(fs) est une suite réguliere de S™'P,,.

Preuve. Soit I 'idéal engendré par T dans P,,. Posons A = S™'P,,. Alors I'idéal engendré
par les Ag(f;) dans A est [°. Il nous faut d’abord montrer que ¢ # A. Si ce n’était pas
le cas, le lemme 4.1.1 entrainerait ’égalité sat(7') = [°° = P, ce qui serait en contradic-
tion avec I’hypothese. Il reste a prouver que pour tout j € [1,s], 'image de Ag(f;) dans
A/(As(f1)y-. ., As(fi=1)) n’est pas un diviseur de zéro. C’est trivial pour 7 = 1. Suppo-
sons 7 > 1; il suffit de montrer que As(f;) n’appartient & aucun idéal premier associé a

(As(f1),- )\S(f] 1)). Soit P un idéal premier associé¢ a {(fi,..., f—1) tel que S NP = 0.
On a ainsi h; = init(f;) € P. Notons ¢; la variable principale de f;; en remarquant que
P=(PnN Pi]_l) = (PN P; —1)P,, on en déduit f; € P. La relation entre les idéaux
premiers associés a (f1,..., f]_1> et ceux associés a (As(f1),...,As(fj—1)) (voir corollaire

A.2.24) assure alors le résultat. O



44 AR VE A & SRS VAT AR A R R SRS R AT VR SRS RS GLE S AT

La proposition 4.1.3 et le théoreme 4.1.4 ci-dessous établissent I’équidimensionnalité pure
des saturés pour des ensembles triangulaires consistants. Nous complétons donc le résultat
de [CGI93] qui affirme que le saturé d’un ensemble triangulaire T' est équidimensionnel,
autrement dit que le radical de T" est équidimensionnel.

Proposition 4.1.3 Soit T ={f1,..., fs} un ensemble triangulaire de P,,. Si sat(T) est un
idéal propre de P, alors il est purement équidimensionnel de hauteur s.

Preuve. Soit P un idéal premier associé a sat(7'). Alors P¢ est un idéal premier associé
a sat(7)¢ (voir corollaire A.2.24). En notant [ I'idéal engendré par T dans P, il résulte de
I’égalité du lemme 4.1.1 que P° est un idéal premier associé a [° = [°°. Or l'idéal [ est
engendré par la suite réguliere As(f1),...,As(fs) de la proposition 4.1.2. En utilisant le fait
que P, est un anneau de Macaulay et que le passage a un anneau de fractions conserve cette
propriété (proposition A.4.11), le théoreme A.4.12 assure que la hauteur de P° est s. On en
conclut que ht(P) = s avec la proposition A.3.8. O

Théoréme 4.1.4 Tout ensemble triangulaire consistant T = {f1,..., fs} de P, est forte-
ment équidimensionnel. De plus, pour tout idéal premier P associ€ asat(T), on a ht(PNP;) =
card(T N P;) pour tout i € [0,n].

Preuve. Soit P un idéal premier de sat(7'). Pour tout j € [0,s], on note i; la variable
principale de f; et on pose Q; = (PN Py, )[xi41,...,2,]. Puisque Q, = P, les Q; sont des
idéaux premiers dont I'intersection avec S est vide. On obtient donc dans S~!P, la chaine
suivante d’idéaux premiers

(0) =Q5CQf...CQ =P°. (4.3)

Nous affirmons que les inclusions de (4.3) sont strictes. En effet, on remarque trivialement
d’une part que As(f;) € Qf pour tout j € [1,s]. D’autre part As(f;) € Q5_, car sinon, on a
fij € Qj—1 (par la proposition A.2.16) donc init(f;) € Q;_1 C P, ce qui contredit le fait que
init(f]‘) € s.

Etant donné que ht(P°) = s, la chaine d’idéaux (4.3) est maximale. On en conclut
facilement que ht(Q5) = j puis ht(Q;) = j (proposition A.3.8) pour tout j. Il résulte alors de
la proposition 3.1.6 que ht(P N P;;) = j pour tout j € [0,s]. Le résultat se généralise alors
aux autres idéaux P N P; en utilisant le fait qu’il existe 5 € [0, s] tel que

Qi, C(PNP)[wiy1,..., 20 € Qi -
O

Le théoreme 4.1.4 a pour conséquence immédiate que sat(T)NP; n’a que des composantes
primaires isolées (voir la proposition A.3.7). On en déduit sans peine ce qui suit.

Corollaire 4.1.5 Avec les hypotheses du théoréme 4.1.4, on a
ass(sat(T) N P;) = ass(y/sat(T)NP;)) ={PNP; | P€ass(sat(T))},

ot ass(!) désigne l'ensemble des idéaux premiers associés a un idéal I d’un anneau noethérien

(définition A.1.18).
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Remarque 4.1.6 Malgré le théoreme 4.1.4 on n’est pas pleinement satisfait. On aimerait
disposer sur le saturé de propriétés plus fortes du type de celles qu’on trouve avec les bases
de Grobner . On sait par exemple que si G est une base de Grobner minimale de P, alors
I'idéal (G) = P, si et seulement si ¢ = {1} ou encore

(G) NP, = (GNP . (4.4)

Or certains ensembles triangulaires ne sont pas consistants. Et lorsqu’ils sont consistants, on
n’a pas de relation similaire a (4.4) sur le saturé. On constate par exemple avec I’ensemble
triangulaire T' = {2 — xy, x122 — 1} que

satl(T N Pl) = <$% — $1>

ne correspond pas a

sat(T)NPy = (x, — 1) .

Ce phénomene est a mettre en rapport avec ce qui se passe pour la notion d’idéal quasi-
monogene présentée dans le chapitre 3 ou il suffit d’ajouter une condition pour bénéficier
cette fois de bonnes propriétés. Nous verrons plus bas qu’il en va de méme pour les ensembles
triangulaires.

4.2 Ensembles caractéristiques

Les ensembles caractéristiques forment une famille particuliere d’ensembles triangulaires.
[Rit32] a introduit le concept d’ensemble caractéristique d’un ensemble fini ou infini de
polynomes différentiels. Un de ses objectifs était de fournir une méthode pour résoudre des
systemes d’équations différentielles. Un sous-produit de ce travail consiste en un algorithme
de décomposition de systemes polynomiaux au moyen d’ensembles triangulaires (voir p. 95
dans [Rit66]). Plus précisément, étant donnée une partie finie £ de P,,, cet algorithme calcule
des ensembles caractéristiques d’idéaux premiers tels que:

V(F) = U W(T)).

Les ensembles caractéristiques d’idéaux premiers présentent de bonnes propriétés (voir le
théoreme 4.7.4) mais le processus de Ritt entraine des factorisations dans des extensions de
corps qui peuvent s’avérer cotiteuses. Wu a utilisé plus tard les travaux de Ritt pour donner
une méthode de résolution de systemes polynomiaux a ’aide d’ensembles triangulaires qui ne
fait pas intervenir de factorisation et nécessite uniquement des calculs de pseudo-divisions.
Il obtient ainsi une décomposition du type V(F) = U{ W(T;) mais les ensembles T; y ont
des propriétés plus faibles que dans ’algorithme de décomposition de Ritt. La méthode de
Wu est basée sur une procédure nommée CHRST-REM (voir p. 3 dans [Wu87]). Etant
donnée une partie finie I’ de P,,, cette procédure calcule un ensemble caractéristique T" d’un
sous-ensemble fini G de P, vérifiant (F) = (G). Mais ’ensemble T' n’est pas forcément
un ensemble caractéristique de 1'idéal F'. Un inconvénient majeur réside dans le fait que F
peut engendrer 'idéal unité de P,, sans que la procédure CHRST-REM ne le découvre. On
pourra aussi obtenir dans la décomposition fournie par la méthode de Wu des composantes
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superflues. Le lecteur trouvera des illustrations de ces problemes parmi les exemples du cha-
pitre 7. Mentionnons tout de méme que [CG92] montre d’une part que ’algorithme de Wu
calcule une décomposition en composantes équidimensionnelles ou vides, et d’autre part on
y donne un moyen de supprimer ces composantes vides. Wu a ainsi utilisé la terminologie
d’ensemble caractéristique dans une situation plus générale que celle ou Ritt I'employait.
Mais il n’a pas donné de définition précise en ce qui le concerne; [Wu87] définit un ensemble
caractéristique comme le résultat de I'algorithme CHRST-REM. Remarquons que ce résul-
tat dépend de 'ordre dans lequel les polynémes d’entrée sont pris en compte. En prenant en
compte la facon dont fonctionne 1’algorithme CHRST-REM, nous proposons ci-dessous la
définition 4.2.2 pour un ensemble caractéristique au sens de Wu.

Les calculs d’ensembles caractéristiques de Wu sont basés sur l'ordre de Ritt pour les
ensembles triangulaires réduits précisé en page 4 de [Rit66]. Dans la définition 4.2.5 nous
généralisons cet ordre pour des ensembles triangulaires standards (voir la définition 2.2.14).
dans 'optique du théoreme 4.6.1 qui précise 1’équivalence de plusieurs notions d’ensemble
triangulaire. Avec cette modification, nous rappelons la définition d’un ensemble caracté-
ristique au sens de Ritt (définition 4.2.8) et leurs propriétés principales (proposition 4.2.10
et théoreme 4.2.11). Le contenu de cette section est classique, mais les résultats générale-
ment donnés pour des ensembles caractéristiques réduits sont ici établis pour des ensembles
triangulaires standards.

Notation 4.2.1 Dans cette section I' désigne un sous-ensemble non vide de polynémes non

nuls de P,,.

Définition 4.2.2 Un sous-ensemble T de (F') est un ensemble caractéristique de Wu de F
si l'une des conditions ci-dessous est satisfaite :

(i) T ={a} oua € k\{0},
(ii) T est un ensemble triangulaire et il existe un sous-ensemble G' de (F') tel que (F') = (G)
et G C redo(T).

Proposition 4.2.3 Soit T = {t1,...,t,} un ensemble triangulaire de P,. On désigne par
¢y Uinitial de ty. Si T est un ensemble caractéristique de Wu de F alors on a:

(i) (F) € sat(T)

(it) W(T) C V(F) C V(T)
(i5i)) V(F)= W(T)U U,_, V(FU{c})
(iv) St (F) est un idéal premier et si W(T) % 0 alors V()= W(T).

Preuve. La propriété (i) se déduit rapidement de la proposition 2.2.18. Par passage aux
variétés associées, on obtient V(sat(7T')) C V(F), c’est-a-dire W(T') C V(F') (voir théoreme
2.2.21). Le point (i1) en résulte immédiatement puisque la seconde inclusion est triviale. On

peut alors affirmer que

W(T) U UL V(FU{e}) € V(F).
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Réciproquement, soit ( € V(F'). Supposons que ( n’appartienne pas a W(T'). Puisqu’on a
W(T) C V(F) C V(T), alors ¢ est un zéro de T' qui annule un initial ¢;. Par conséquent
¢ € V(FU{ck}), ce qui clot la preuve de (u1¢). Supposons finalement que F' engendre un idéal
premier et que W(T) # (. Notons V la variété U, V(F U {c}). La relation (i77) entraine
V(F)=W(T) U V. Soit ¢ un zéro régulier de T. Il est clair que V ne contient pas (. La
variété V(F') étant par hypothese irréductible, on en déduit V(F) = W(T). O

Remarque 4.2.4 Soit F' et T' définis comme ci-dessus. [’ensemble triangulaire T' peut étre
un ensemble caractéristique de F' au sens de Wu méme si I engendre 1'idéal unité de P,,.
Choisissons par exemple F' = {23 — 2y, 2125 — 22923 + 1, (v923 — 1)y + 23}. L’ensemble F
est triangulaire. C’est un ensemble caractéristique de Wu de lui-méme, mais on a (F') = (1).
En effet, puisque tout zéro de F' vérifie 23 = z; on déduit de la deuxieme équation que
x9x3 — 1 = 0 puis de la troisieme que x5 = 0, ce qui contredit la condition précédente.

Définition 4.2.5 Soit T = {t1,...,t;} et S = {s1,...,8;} deux ensembles triangulaires
standards de P,,. On dit que T est plus petit que S pour l'ordre de Ritt, et on éerit T' <, S
si l'une des conditions suivantes est vérifice :

(i) (Fied{l,...,min(k,O)}) (Vye{l,....i—=1}) t;~. 8 et t; <, s
(ZZ) £>Fk et (V]E{l,,k}) t]‘NrS]‘

On dit que T est plus grand que S pour Uordre de Ritt et on écrit T, 5 si S <,.T. Lorsque

ni T <.5 ni T >, 95, on dit que T' et S sont équivalents pour lordre de Ritt; on écrit alors
T~,.5.

Rappelons que les travaux de Ritt concernaient uniquement des ensembles triangulaires
réduits. La définition 4.2.5 ci-dessus est plus générale, mais les propriétés que Ritt a montrées
pour les ensembles triangulaires réduits sont conservées pour les ensembles triangulaires
standards. Cela est di essentiellement a la propriété suivante:

Lemme 4.2.6 Soit [ un idéal de P, et T = {t;,...,1;} un ensemble triangulaire stan-
dard de P, contenu dans I. Alors Uensemble T' = {t},...,1;} défini part} = t; et t; =
prem(t;, {t}, ..., 15 }) pour tout j € [2,(], est un ensemble triangulaire réduit contenu dans
I et tel que T" ~, T.

Preuve. On le montre par récurrence. Pour ¢ = 1 c’est évident. Considérons alors ¢ > 1.
Il est clair que 'ensemble T ainsi construit est réduit. Le fait que T” soit inclus dans [
se déduit de la “remainder formula” (proposition 2.2.10) avec I'hypothese de récurrence.
Finalement, puisque T est standard, le corollaire 2.1.18 entraine que les ensembles T' et T’
sont équivalents pour l'ordre de Ritt. O

Proposition 4.2.7 Soit T = {t1,...,t;} et S = {s1,...,8:} deux ensembles triangulaires
standards de P,,. On a alors les affirmations suivantes :

(i) T~ S <= I=k et (Vje{l,...,k}) t;~, s
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(ii) (Vpe P, \ k) (red?(p,T) et z;=mvar(p)) = 1, U {p}=<,T
Preuve. Ce sont des conséquences directes des définitions 2.1.6 et 4.2.5. O

Définition 4.2.8 Un sous-ensemble T de F est un ensemble caractéristique de Ritt de F
si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) T ={a} pour un élément a non nul de k,

(it) FNk C {0} et T est un élément minimal pour <, dans F, ou F est la famille composée
de tous les ensembles triangulaires standards contenus dans F'.

Remarque 4.2.9 Tout ensemble triangulaire T de P, est clairement un ensemble caracté-
ristique au sens de Wu de (7). Ce n’est cependant pas forcément un ensemble caractéristique
de (T') au sens de Ritt, méme dans le cas ou il n’engendre pas I’anneau P,, tout entier. L’en-
semble T' = {2} — x1, 7172 — 1} donné dans la remarque 2.2.9 illustre ce phénomene. On peut
vérifier que ’ensemble triangulaire standard {x; — 1,25 — 1}, plus petit que T pour lordre
<, est une base de Grobner de (1) pour I'ordre lexicographique.

Proposition 4.2.10 Soit T' un ensemble caractéristique de (F') au sens de Ritt. Alors T est
un ensemble caractéristique de F' au sens de Wu. De plus, st T est un ensemble triangulaire

alors (F'y C red—o(T).

Preuve. Le cas T' C k est trivial. Supposons donc que T soit un ensemble triangulaire.
On a alors (F) Nk = {0}. Soit f € (F). Posons r = prem(f,T). La relation donnée par la
proposition 2.2.10 entraine r € (F). Si on suppose r # 0 alors on a forcément r ¢ k. Notons
v la variable principale de r. Puisque r est réduit par rapport a T, il résulte de la proposition
4.2.7 que

T -u{r}=,T.

On aboutit ainsi a une contradiction, et par conséquent r = 0 et (F') C redo(T). O

Théoreme 4.2.11 Soit T un ensemble triangulaire standard contenu dans (F'). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est un ensemble caractéristique de (F') au sens de Ritt,
(it) (F) C redo(T).

Preuve. L’implication (1) = (i7) a déja été prouvée dans la proposition 4.2.10. Il nous
reste a montrer que si T' n’est pas un ensemble caractéristique de (F') alors il existe un
polynome p € (F') tel que prem(p,T) # 0. Supposons donc qu’il existe un ensemble trian-
gulaire standard S C (F) tel que S <, T. On note S = {s1,...,s5f et T = {t1,...,t}.
En utilisant au besoin le lemme 4.2.6, on peut considérer que S est réduit. On distingue
alors deux cas. Premierement, si { < k et si pour tout j € {1,...,0} on a t; ~, s;, alors
posons p = sy11. Remarquons que red?(p, {s1,...,s:}). Comme pour tout 57 € {1,...,(} on
atj~, s;, alors on a aussi red?(p, {t1,...,%}). Passons a I'autre possibilité. Supposons qu’il
existe 1 € {1,...,min(k, )} tel que s; <, t; et t; ~, s; pour tout j € {1,...,7 — 1}. Posons
p = s;. Comme ci-dessus, nous avons red?(p, {¢1,...,t,_1}). Puisque p <, t; et puisque pour
Je{i+1,...,0} on a mvar(p) <, mvar(;), on obtient red?(p, {t1,...,t}). Dans les deux cas,
nous avons finalement trouvé un polynoéme p tel que prem(p,T') # 0. O
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Remarque 4.2.12 Le calcul d’ensembles caractéristiques de Wu au moyen de la procédure
CHRST-REM de Wu s’avere tres difficile sur certains exemples. Dans un but d’efficacité,
[Wan92b] utilise la notion plus faible d’ensemble médial de F. Un ensemble triangulaire
contenu dans 1'idéal (F') est appelé ensemble médial si T' n’est plus grand qu’aucun ensemble
caractéristique de F' pour 'ordre de Ritt. Tout ensemble caractéristique de Wu de F', et donc
tout ensemble caractéristique de Ritt de (F') est ainsi un ensemble médial de F'.

4.3 Ensembles triangulaires réguliers

La notion d’ensemble triangulaire régulier présentée ci-dessous permet d’éviter la défini-
tion inductive un peu lourde d’une chaine réguliere et de sa représentation que nous rap-
pellerons et étudierons dans la section 4.4. Elle est plus simple que la définition d’ensemble
régulier introduite dans [AM97] qui nécessite aussi une induction dont on peut s’affranchir.
Nous pensons que notre définition et le travail que nous avons réalisé dans cette section et
la suivante apporte non seulement des nouveaux résultats, mais aussi une vision plus simple
et plus claire des concepts et des algorithmes présentés par [Kal91], [Kal93], [Kal95]. Le
théoreme 4.3.4 est tres important et a mettre en rapport avec le comportement des bases
de Grobner pour le passage aux idéaux d’élimination. Nous prouvons méme plus loin (sec-
tion 4.6) que notre résultat caractérise les ensembles triangulaires réguliers. Il est complété
par le théoreme 4.3.6 concernant les idéaux d’élimination des idéaux premiers associés au
saturé d’un ensemble triangulaire régulier. Le théoreme 4.3.11 montre que le saturé d’un
ensemble triangulaire régulier 7' et son radical se caractérisent en termes de pseudo-reste.
Ces résultats se déduisent récursivement des propriétés des idéaux quasi-monogenes et des
extensions d’idéaux dans un anneau polynomial que nous avons présentées dans le chapitre 3.
[ls apparaissent sous une forme voisine dans [AM97]. On s’intéresse rapidement a la fin de
cette section aux ensembles triangulaires normalisés définis dans [Laz9la] (voir la défini-
tion 2.2.5). Nos résultats précédents permettent de montrer aisément que tout ensemble
triangulaire normalisé est régulier (proposition 4.3.14).

On exploite d’abord les résultats du chapitre 3 pour exprimer le saturé d’un ensemble
triangulaire 7" de P, en fonction du saturé de T .

Proposition 4.3.1 Pour tout ensemble triangulaire T de P, tel que x,, ¢ algVar(T) on a
sat(T) = sat,—1(T)[z,] .
Preuve. (’est une conséquence directe de la proposition 3.1.5. O

Proposition 4.3.2 Soit T' un ensemble triangulaire de P, tel que x, € algVar(T) et T,,
n'est pas diviseur de zéro dans Uanneau quotient P,_y [sat, (T ). On a alors la propricté
suivante :

sat(7T') = (sat,—¢(7, ) U{T,,}) : (init(T5,))> .
Preuve. Notons [ = sat,_ (71 ) et f = T,,. On désigne par h I'initial de f. En posant
a = [lyer- init(t), on a I = (T, ) : a*. Comme (I U {f}) est quasi-monogene régulier, la
proposition 3.2.12 s’applique et donne la relation

TU{f3) = h% = {T5) U{f)) s (ah)™ . (4.5)
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On a ainsi prouvé le résultat puisque le membre droit de I’égalité (4.5) est égal a sat(7'). O

Pour obtenir une relation intéressante dans le cas ou z, est algébrique il a fallu ajouter
une hypothese supplémentaire; elle consiste a imposer que I'idéal (sat,_{(7, ) U {T,,}) soit
un idéal quasi-monogene régulier de P, _;[x,] (voir la définition 3.2.3). En ajoutant cette
condition pour chaque variable algébrique, on définit simplement une classe d’ensembles
triangulaires qui bénéficie de propriétés agréables.

Définition 4.3.3 Soit T un ensemble triangulaire de P,,. On dit que T est régulier si pour
toute variable x; € algVar(T'), Uinitial de Ty, n’est pas diviseur de zéro dans l'anneau quotient

Pi_l/SatZ’_l (Tx_l) .

On peut dire de maniere équivalente que I'initial de T,,, n’appartient a aucun des idéaux
premiers associés au saturé de 7.

Nous avons vu dans la section 4.1 que la propriété fondamentale des ensembles triangu-
laires consistants est de représenter des idéaux fortement équidimensionnels et de permettre
une lecture aisée de leur structure géométrique. Le probleme est alors de savoir pour un
ensemble triangulaire T donné si T' est consistant, c’est-a-dire s’il admet des zéros régu-
liers. En effet, dans 'optique de la résolution de systemes polynomiaux, le fait d’obtenir
éventuellement des sorties inutiles semble génant. Ce qui suit montre 'avantage d’utiliser
des ensembles triangulaires réguliers. Nous prouvons dans le théoreme 4.3.4 que tout idéal
d’élimination de sat(7") N P; s’exprime facilement a ’aide de polynémes de P; uniquement.
On vérifie alors non seulement que tout ensemble triangulaire régulier est consistant, mais
aussi que tout idéal premier du saturé de I’ensemble triangulaire tronqué TN P; est 1'idéal
d’élimination d’un idéal premier de sat(7'); autrement dit, a partir de tout zéro générique
d’une variété irréductible de W (T N P;) (qui est alors un zéro régulier de T'N P;) on peut
obtenir un zéro générique d’une variété irréductible de W(T").

Théoreme 4.3.4 St T est un ensemble triangulaire régulier de P, alors pour tout entier
i € [0,n] on a

sat(T)NP; =sat;(T'NP;) .

Preuve. La démonstration s’effectue par récurrence sur 'entier n. Si n = 0 c’est trivial.
Lorsque n > 0, il suffit simplement de prouver la relation pour : = n — 1. Dans le cas ou z,
n’est pas une variable algébrique de T', on a sat(7T') = sat,—1(7)[xz,] d’apres la proposition
4.3.1. L’application de la proposition 3.1.3 fournit alors le résultat. Supposons maintenant
que x, € algVar(T') et posons f =T, . D’apres la proposition 4.3.2 on a

sat(T) = (sat,_1 (T NP,_1) U {f}) : (init(f))>

En appliquant le corollaire 3.2.6 avec [ = sat,,_1(TNP,,_1), on obtient bien sat,,_1(TNP,,_1) =
sat(T) NP, _;. O

Corollaire 4.3.5 Tout ensemble triangulaire régulier est consistant.
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Preuve. On asat(7) NPy = saty(()) = {0}. Donc 1 n’appartient pas a sat(7'). Or, dire que
I’ensemble des zéros réguliers de T est non vide revient a dire que 'idéal sat(7T") est un idéal
propre de P,_; (utiliser le théoreme 2.2.21) O

Nous avons vu précédemment que les ensembles triangulaires généraux n’étaient pas for-
cément consistants, contrairement aux ensembles réguliers. On peut ajouter qu’un ensemble
triangulaire général qui est consistant ne satisfait pas forcément a 1’égalité du théoreme
4.3.4. Un contre-exemple simple est donné avec I'ensemble T' = {27 — z1, 2129 — 1} de la
remarque 2.2.9. On a sat(7) = (x1 — l,23 — 1) donc sat(T) N Py = (x; — 1), alors que
saty (T NPy) = (aF — 2q).

Théoréme 4.3.6 Soit T un ensemble triangulaire régulier de P,. Alors sat(T) est un idéal
fortement équidimensionnel. De plus, la hauteur de sat(T) N P, est donnée par le nombre
d’elements de T NP; et

ass(sat;(T'NP;)) ={PNP; | Peass(sat(T))} .

Preuve. Sachant que T' est consistant, le théoreme 4.1.4. s’applique et fournit la premiere
partie de 1’énoncé. L’ensemble des idéaux premiers associés a sat;(7 N P;) est alors donné
par le corollaire 4.1.5 en utilisant le fait que sat(7) N P; = sat,(T N P;). a

[lustrons avec 'exemple ci-dessous ce que signifie géométriquement I’équidimensionnalité
forte d’un ensemble triangulaire régulier T'. Cet exemple montre encore une fois comment le
saturé de T' se comporte de fagcon plus satisfaisante que 1'idéal engendré par T'.

Exemple 4.3.7 On considere I’ensemble triangulaire
{25 — 2, 2125 — x5} .

[’idéal engendré par T admet la décomposition primaire minimale (7') = Q1 N...N Q4 avec

Q1

Q2 =
Qs =
Qs =

On constate que I'idéal (T') est équidimensionnel mais la composante @4 differe géométri-
quement des trois autres dans le sens ou tout zéro générique de la variété (irréductible)
de ()4 a une premiere coordonnée algébrique contrairement aux variétés irréductibles asso-
ciées respectivement a ()1, @2, Qs (on pourra consulter la section 16.3 de [vdW91] sur le

$2,$3>
x9+1 :1;3 x1+ 1)

zy — 1,222 — 1)

{
{
{
{

$1,$2> .

concept de zéro générique). Par définition le saturé de T' correspond a I'idéal (T') : #3°. Une
décomposition primaire réduite est donc donnée par

sat(T) = Ql N QQ N Qg .

Les variétés irréductibles Vi, V5, V3 associées a ()1, ()2, ()35 admettent respectivement comme

zéros génériques les éléments de K™ qui s’écrivent ((,0,0,¢), (¢, —1, , /_Tl’ £) et (¢, 1, \/%, £),
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ou ( est transcendant sur C et ¢ est transcendant sur C(¢). Ces points ont une caractéris-
tique commune: pour tout zéro générique (ay,az,as,aq) de Vi, V2 et V3 le nombre a; est
transcendant sur k, puis ay algébrique sur k(aq), as algébrique sur (a1, az), et finalement a4
est transcendant sur k(aq,as, as). Cette propriété est une maniere d’exprimer que le saturé
de T est fortement équidimensionnel.

Lorsque l’ensemble triangulaire régulier T définit un idéal saturé de dimension zéro,
la proposition suivante montre qu’on peut considérer indifféremment ’ensemble des zéros
réguliers, sa cloture ou 'ensemble des zéros lui-méme, ce qui se révele bien pratique pour la
décomposition de systemes zéro-dimensionnels.

Proposition 4.3.8 Si T' = {f1,..., f.} est un ensemble triangulaire régulier de P, de
cardinal n alors

(i) sat(T') = (T) ,

(1)) W(T')=V(T),
(iii) W(T) = V(T) .

Preuve. On prouve I'égalité (¢) par récurrence sur n. C’est vérifié par convention pour
n = 0. Supposons n > 0. Par hypothese f, a pour variable principale z,. On pose h = init(f,)
et I =sat,_4(7T ). La relation de la proposition 4.3.2 donne

sat(T) = (TU {fu}) : h™ .

Nous affirmons d’abord que si P est un idéal premier associé a (I U{f,}) alors h ¢ P. En
effet, I'idéal I U {f,} est par hypothese un idéal quasi-monogene régulier. Il résulte donc
de la proposition 3.2.5 que P N P, _; est un idéal premier de qui contient /. Il contient par
conséquent un idéal premier Q de P,,_; associé a [. Puisque Q est de hauteur n — 1 d’apres
le théoreme 4.3.6, on en déduit que PNP,_; = Q. Comme T est régulier, on sait que h € Q,
d’ou h & P.

La proposition A.1.20 entraine alors que

sat(T) = (1 U {f.}) .

Puisque T” est un ensemble triangulaire régulier de P,,_; de cardinal n—1, on a par récurrence
I =(T, ), et ainsi sat(T") = (T'), ce qui clot la preuve de (7).
[égalité (i1) est une conséquence directe de (7) par le théoreme 2.2.21. Finalement, soit
a € V(T). C’est donc un zéro d’un idéal premier P associé a (T'). On sait avec le point (¢)
et le théoreme 4.3.6 que P est maximal et que pour tout ¢ € [1,n] on a init(f;) € P. On en
déduit que
(PuU{init(fi)}) = P, .

On en déduit que a ne peut étre zéro de init(f;). C’est donc un zéro régulier de T'. Comme
on a trivialement W(T') C V(T') I’égalité (ii1) s’ensuit. O
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L’exemple ci-dessous illustre que c’est bien le fait que T' soit régulier qui est primordial
dans les hypotheses de la proposition 4.3.8.

Exemple 4.3.9 Soit T' ’ensemble triangulaire de P3 défini par
T = {2} —x1,25 — x1, 2103 — 22} .

Il est clair que T, est un ensemble triangulaire régulier qui vérifie les propriétés de la
proposition 4.3.8. Mais T n’est pas régulier car l'initial du polynéme z;x3 — x5 est diviseur
de zéro modulo T .

Comme le nombre de polynémes de T' correspond au nombre de variables, on pourrait
s’attendre a ce que la variété V(T') soit de dimension zéro. Mais on vérifie facilement que

v ={(1,1,H)u{,-1,-1)}u{(0,0,),t € K}

et par suite que V(T') a un nombre infini de points. Le passage au saturé de T' élimine la
derniere composante, de dimension trop grande, puisque

sat(T) = (x;— 1,23 — 2y, 7173 — ¥9)

= <:1;1—1,:1;§—1,:1;3—:1;2> )

On constate immédiatement que les propriétés de la proposition 4.3.8 ne sont effectivement
pas vérifiées.

Les relations des idéaux quasi-monogenes réguliers avec la notion de pseudo-reste établies
dans la section 3.2 nous permettent d’établir facilement des propriétés similaires pour les
ensembles triangulaires réguliers.

Lemme 4.3.10 Soit T un ensemble triangulaire non vide de P, tel que x,, € algVar(T') et
init(7,,) n'est pas diviseur de zéro dans P, _y [sat,_i (T ). Alors pour tout p € P, on a

p € sat(1') < prem(p,1;,) € sat;(1,) .
Preuve. On part de 'égalité sat(T') = (sat,_i(7, ) U{T,,}) : (init(7;,))* donnée dans la

proposition 4.3.2. L’idéal quasi-monogene engendré par sat,_(7, ) et T, étant régulier, le
résultat est alors une application directe de la proposition 3.2.9. O

Théoreme 4.3.11 Soit T' un ensemble triangulaire régulier de P,. Pour tout polynome p
de P, on a les équivalences suivantes :

(i) p €sat(T) < prem(p,T)=0,

(it) p € Jsat(T) <= (Im >0) | prem(p™,T)=0.
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Preuve. L’assertion (i7) est en fait une conséquence de (7). Montrons donc 1’équivalence (7)
par récurrence sur ’entier n. Elle est triviale pour n = 0. Soit n > 0 et p un polynome de P,
de degré d en x,. On pose p = S%_, prx’. Dans le cas ol x, est une variable transcendante
par rapport a 7', on sait que sat(7') = sat,_(7)[x,]. D’apres 'hypothese de récurrence, on
a donc

pesat(l) <« (Vke[0,d])prem(py,T)=0.
On en déduit avec le corollaire 2.1.18 que
p€sat(l) <= prem(p,1)=0.
Si x,, est une variable algébrique, le lemme 4.3.10 donne ’équivalence
pe€sat(l) <<= prem(p,1;,) € sat, (1, ).
Le résultat prouvé pour le cas précédent entraine
p€sat(T) <= prem(prem(p,1.,),T,)=0,

c’est-a-dire ce qu’on voulait prouver. a

Remarque 4.3.12 Avec le théoreme 4.3.11, on vérifie facilement que tout ensemble tri-
angulaire régulier T' est un ensemble triangulaire standard. Fn effet, pour toute variable
v € algVar(T) l'initial de T, n’est pas diviseur de zéro modulo T, . Par conséquent il n’ap-
partient pas au saturé de T et ne peut donc se réduire a zéro par T, .

Nous terminons cette section par I’étude d’une classe importante d’ensembles triangu-
laires définis dans [Laz91a], a savoir celle des ensembles normalisés.

Lemme 4.3.13 Soit p un polynome non nul de P, et T un ensemble triangulaire régulier
de P,,. Si p est normalis€ par rapport a T alors il n'est pas diviseur de zéro dans P, [sat(T).

Preuve. On raisonne par induction en utilisant 'ordre <, sur les polynomes. Le cas ou
p € k est trivial. Considérons donc que mvar(p) = z;. Soit P un idéal premier de sat(7"). On
note Q l'idéal P N P;. 1l s’agit de montrer que p € Q. Puisque p est normalisé par rapport
a T', la variable x; n’est pas algébrique pour T'. D’apres la proposition 4.3.2 on a ainsi

sati(T N PZ) = sati_l(T N Pz_l)[l'z] .
Puisque Q est un idéal premier associé a sat;(7 N P;) (théoreme 4.3.6), on en déduit que
Q == (73 N Pi_1)[$i] . (46)

Le polynome p étant normalisé par rapport a 7', son initial h I'est aussi. Comme h <, p il
résulte de I'hypothese de récurrence que h € P, puis de la relation 4.6 que p ¢ Q. O

Proposition 4.3.14 Toul ensemble triangulaire normalisé est réqulier.

Preuve. On obtient facilement le résultat par une induction sur n par application du lemme

4.3.13. O
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4.4 Chaines régulieres

Le concept de chaine réguliere est introduit de facon indépendante dans [YZ94] et dans
[Kal91]. Les chaines régulieres apparaissent aussi dans [CG92]. Ces ensembles triangulaires
standards sont utilisés par ces auteurs pour proposer des algorithmes qui calculent des dé-
compositions équidimensionnelles de variétés algébriques qui ont des propriétés meilleures
que les décompositions produites par la méthode de Wu sans nécessiter de factorisation.

La définition originale de Kalkbrener est fondée sur la notion de point pseudo-générique.
A toute chaine réguliere T' est associée une variété équidimensionnelle V' appelée représenta-
tion de T' (qui n’est pas I'ensemble des zéros de T'). L’ensemble des points pseudo-génériques
de T est en fait ’ensemble des points génériques des composantes irréductibles de V. Rap-
pelons que toute variété irréductible est définie par I'un quelconque de ses points génériques.
[Kal91] définit de fagon inductive une chaine réguliere de P,, en méme temps que son ensemble
des points pseudo-génériques. Kalkbrener propose alors une méthode pour décomposer 1’en-
semble des zéros d’un systeme algébrique en un nombre fini de représentations d’ensembles
triangulaires. Toutefois, il n’apparait pas que la représentation peut en fait étre définie sim-
plement de facon globale dans P,,. Or il nous a semblé important des le début de notre these
de préciser clairement les spécifications de cette méthode qui ne décompose pas en zéros régu-
liers d’ensembles triangulaires comme celle de Wu [Wu87] ou celle de Lazard [Laz91a], mais
en clotures de zéros réguliers comme le montre le théoreme 4.4.11. Nous prouvons simultané-
ment que la notion de chaine réguliere de Kalkbrener et celle d’ensemble triangulaire régulier
de la section 4.3 sont équivalentes. Enfin, le dernier objectif de cette section est de faire ap-
paraitre en quoi la représentation d’une chaine réguliere induit une structure de produit de
corps adéquate pour les algorithmes présentés dans le chapitre suivant (théoreme 4.4.14).

Précisons encore que, contrairement a [Kal91] et [Kal93] ou la terminologie est celle des
variétés, nous travaillons dans cette section avec des idéaux. Ce cadre nous a paru le mieux
adapté a nos objectifs et rejoint en cela I’habilitation de M. Kalkbrener [Kal95] [Kal98]. Il y
définit une notion plus générale — les systemes de représentations — pour étudier le transfert
d’algorithmes (calcul de hauteur, radical, décomposition d’idéaux) d’un anneau commutatif
noethérien A a 'anneau polynomial A[X]. Un systeme de représentations dans A est composé
d’un ensemble S de parties finies de A et d’une application qui, a tout élément de S, associe
un idéal radical propre de A (la représentation de S). De plus, pour tout idéal I de A, il doit
exister Cy,...,C, dans S tels que I = CyN...NC,. Puisque les variétés correspondent
des 1idéaux radicaux et les points génériques a des idéaux premiers, on peut alors considérer
les chaines régulieres dans P,, comme un cas particulier de systeme de représentations. Avec
ce point de vue, la représentation d’une chaine réguliere correspond a l'idéal de ce que
Kalkbrener appelle représentation de 7' dans [Kal91].

Notation 4.4.1 Soit I un idéal de A. Pour un polynome p de A[z] nous notons p' l'image
canonique de p dans fr(A/I)[x], ou fr(A/1) désigne Uanneau total des fractions de A/I (voir
la définition A.2.3). De plus, si P est un idéal premier associé a I et k = fr(A/P), alors on
dit que K esl un corps associé a I et on écrit P pour p’ .

Remarque 4.4.2 Soit p € A[z] \ A. Le polynome p’ est unitaire dans fr(A/I)[z] si et
seulement si pour tout idéal premier P associé a [ 'initial de p n’appartient pas a P (voir
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la proposition A.1.23). En supposant que p’ est unitaire, on a alors clairement deg(p,z) =
deg(p’, x). De plus, étant donné un autre polynéme r € A[z], si deg(r,z) < deg(p,z) alors
on a deg(7!, x) < deg(p’, x).

Exemple 4.4.3 Soit k le corps des rationnels Q et n = 3. Soit T5 = {p1, p2} ou

P = xéll_5x%+67
Py = (:1;%—2) :1;§+(—2:1;:1)’+4:1;1) :1;2—|—:1;‘11—2:1;f.

On note [ I'idéal engendré par T dans P3. Cet idéal admet pour décomposition primaire
[=(2? =3, (z,— 1)) N (22 =2).
Par conséquent les idéaux premiers associés a [ sont
Pr= (27 =3, (xa — 21)) et Py=(x] —2).
On a ainsi VI =P, N P, Les corps associés a I sont

k1 = fr(Qlar, 2] /P1) = Q(V3) et kg = fr(Qr, 2]/ Pa) = Q(V2)(x2)

~

vérifie immédiatement que A" =1 et

fr(A/D)[z].

On pose maintenant p = (gj% —2) a3+ (vg —a1) 23 + (1 — ay) a3+ 1 et h = init(p). On
h"* = 0. Ainsi, le polynéme p’ n’est pas unitaire dans

Notation 4.4.4 Soit 1 € {1,...,n} et T un ensemble triangulaire de P;. Dans ce qui suil,
la notation Rep,(T) sera utilisée pour désigner un idéal de P; qui sera associé a T dans le
sens précisé par la définition 4.4.5 ci-dessous. On définit alors K;(T) comme 'ensemble de
tous les corps k = fr(P;/P), ot P est un idéal premier associ€ a Rep,(T).

Définition 4.4.5 Soit T un ensemble triangulaire de P;. On dit que T est une chaine régu-
liere dans P;, de représentation Rep,(T), si l'on a:

(i) soit 1 =0, l'ensemble T est vide et Repy(T') = {0},

(ii) soit 1> 0, U'ensemble T est une chaine réguliere de P;_y de représentation Rep,_(T)
et 'une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) x; & algVar(T) et pour tout p € P; on a:

p € Rep,(T) = (Ve € Kioa(T)))) p" =0

—

(b) x; € algVar(T'), et pour tout k € K;_y(T) on ainit(T, )H # 0 et pour tout p € P;

B

on a.

— K

p € Rep,(T) — (Ve € Kioi(T))) p" e (Ts, ) .
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Exemple 4.4.6 Reprenons I’ensemble triangulaire 77 défini dans 'exemple 2.2.2. On a T} =
{flv f27 fS} avec

- fi= 51?151?% -3,
~ fa = a3 — 2x13205 + 34,
— f3 = (1’21'3 —|— $§)$4 — 21’1.

L’ensemble { f1, fo} est évidemment une chaine réguliere. Soit [ I'idéal engendré par { fi, f2}
dans Pj. Cet idéal est primaire et correspond a l'idéal saturé de l’ensemble triangulaire
{f1, f2}. On vérifie que init(f3) n’appartient pas au radical de I, ce qui permet de conclure
que T est une chaine réguliere.

Considérons maintenant 1’ensemble triangulaire 7] = {f{, f2, f3} ou f{ = x3 fi. Notons
I’ 'idéal engendré par {f], f2} dans P3. La décomposition primaire de I’ est

I'=1n0 {9,254+ 32;) .

On constate alors que init(f3) appartient au radical de (xq,z3 + 3z;). Par conséquent T
n’est pas une chaine réguliere.

Exemple 4.4.7 On vérifie aisément que 'ensemble Ty de l'exemple 4.4.3 n’est pas une
chaine réguliere car init(py) est diviseur de zéro modulo (p;). Par contre, les deux ensembles
Cy = {a7 — 3, (z2 — 21)*} et Cy = {a7 — 2} sont des chaines régulieres, de représentations
respectives Py et P,. De plus, 'ensemble C7 U {p} est aussi une chaine réguliere puisqu’on a
Bt =1, ot h = init(p) . Sa représentation est I'idéal (z] — 3,29 — 21, (23 — xy) (23 4 1)).

Proposition 4.4.8 Soit T une chaine réguliere de P;. Alors on a

x; ¢ algVar(T) = Rep;(T) = +/Rep;_{(1)]z].

Preuve. Soit p € P; et v € K;_1(7}). La relation p” = 0 signifie que chaque coefficient de
p, vu comme un polynéome en une variable dans P;_q[z;], est nul dans x. Ainsi p € Rep,(T')
signifie que chacun des coefficients de p appartient a tout idéal premier associé a Rep,_;(T).
Puisque /Rep,_,(T') est I'intersection des idéaux premiers associés a Rep,_;(T'), on obtient
le résultat. O

Remarque 4.4.9 Soit T une chaine réguliere de P, telle que z,, € algVar(7'). 1l est clair
avec la définition 4.4.5 que I'idéal de P, engendré par Rep,,_, (T ) et T}, est un idéal quasi-
monogene régulier.

Proposition 4.4.10 Soit T une chaine réguliere de P;. Alors on a

z; € algVar(T) = Rep(T)={pcP; | (Im >0) prem(p™,T;,) € Rep,(1,)}.
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Preuve. Soit p € P;. Définissons ¢t = T,, et h = init(t). Soit e un entier positif. On pose
r. = prem(p°,t). Il existe un entier positif d. et un polynéme ¢. de P; tels que:

RPep® = gt + 1. . (4.7)

Supposons d’abord que p € Rep;(T') et prouvons qu’il existe un entier m > 0 tel que r,, €
Rep,(17). Soit k € K;_1(T). D’apres le point (b) de la définition 4.4.5 il existe un entier
m > 0 tel que (p*)™ appartlent 4 idéal engendré par ¢*. En choisissant m assez grand
on peut prendre le méme entier m pour chaque idéal premier P associé a Rep;_,(7}). La
relation (4.7) entraine alors que 7," appartient a I'idéal engendré par *. On en déduit que
Fm = 0 d’apres la remarque 4.4.2. De la méme maniere que dans la preuve de la proposition

4.4.8 on obtient
rm € /Rep,_y (T[] -

Cette derniere proposition assure alors que r,, € Rep;(T). Réciproquement, SUpposons il
existe un entier m > 0 tel que r,, € Rep,(T,). Soit x € K;_1(T}). Puisque 7, = 0, nous
obtenons h5mp € (") d’apres la relation (4.7). Selon le point (b) de la définition 4.4.5

I"élément hom est inversible. Tl s’ensuit que p* appartient au radical de <tAF”> On en conclut
que p € Rep,(T). O

Théoreme 4.4.11 Soit T' une chaine réguliere de P;. Alors on a
Rep,(T) = +/sat;(T)

Preuve. On raisonne par récurrence sur 7. Pour t = 0 on a 7' = () et Rep,(T") = {0} d’apres
la définition 4.4.5. L’égalité résulte de la convention sat;(}) = {0} donnée dans la définition
2.2.16 et du fait que P; est un anneau integre.

Supposons maintenant 7 > 0. Comme T est une chaine réguliere de P;_;, on a d’apres
I’hypothese de récurrence Rep; ,(T) = /sat;_i(T). D’autre part, avec les commuta-

tions établies dans la proposition 3.1.5, il résulte de la proposition 4.4.8 que Rep,(T) =

\/Repi_l(Tg)[xi]. On déduit alors immédiatement le résultat de ce qui précede lorsque

x; ¢ algVar(T). Dans le cas ou z; € algVar(T') on a selon la proposition 4.4.10:
Rep.(T) = {p € P; | (Fm > 0) prem(p",Ts,) € Rep, (T2}

Rappelons que idéal .J engendré par Rep, (T,.) et T;, est quasi-monogene régulier (re-
marque 4.4.9). Il résulte alors de la proposition 3.2.10 que

Rep, (1)) = 1/(Rep; (T15) + (T0))) : he | (4.8)

ou h est I'initial de f. Notons A’ le produit des initiaux de 7. On a ainsi Rep, (1) =
/(T;7) « h'* en utilisant la proposition A.1.14. L’application de la proposition 3.2.12 sur le

membre droit de la relation 4.8 entraine alors

Repu(T) = J(/(T2) +{T..)) : (hoh)=

On en déduit immédiatement le résultat demandé. O
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Le saturé d’un ensemble triangulaire étant équidimensionnel, les idéaux premiers associés
a Rep;(T') sont donc les idéaux premiers associés a sat;(1') d’apres le corollaire 4.1.5. Il résulte
alors clairement des définitions d’une chaine réguliere et d’un ensemble triangulaire régulier
ce qui suit.

Proposition 4.4.12 Un ensemble triangulaire de P,, est une chaine réguliére si et seulement
si ¢’est un ensemble triangulaire régqulier.

L’équivalence ci-dessus sera complétée dans le théoreme 4.6.1 de la section 4.6. En effet,
les ensembles triangulaires réguliers (ou si 'on préfere, chaines régulieres) peuvent aussi
étre caractérisés en termes d’ensembles caractéristiques. La proposition 4.4.12 nous permet
dans 'immédiat d’assurer que les sorties des algorithmes de décomposition triangulaire de
systemes polynomiaux proposés par M. Kalkbrener [Kal93] [Kal95] admettent effectivement
des zéros réguliers.

Corollaire 4.4.13 Si T est une chaine réguliere de P; alors T est consistant.
Preuve. C’est simplement une réécriture du corollaire 4.3.5. O

Nous nous intéressons maintenant a la structure algébrique importante que 'on peut
associer a toute chaine réguliere. C’est une structure de produit de corps que Kalkbrener
ne mentionne pas. Cette propriété permet pourtant de préciser mathématiquement ce que
calcule I’algorithme gged de [Kal93], a savoir un pged de polynomes sur cette structure. Nous
montrons ainsi que 1’algorithme de décomposition triangulaire de [Kal93] nécessite le méme
outil de base que 'algorithme de [Laz91a] et [Mor97] qui n’a pourtant pas du tout le méme
type de spécifications. Ce point commun n’avait rien d’évident jusqu’alors, méme pour les
auteurs ci-dessus. Il était caché par le manque de clarté de la définition des chaines que
donnait M. Kalkbrener.

Les algorithmes de [Kal93] interpretent en fait implicitement les polynomes comme élé-
ments ou polynémes en une variable sur un anneau du type ci-dessous. Si T' est une chaine
réguliere de P,,, pour tout ¢ € [1,n] on pose

A= fI’(PZ/RepZ(T)) = fr(Pi/\/sati(T N PZ)) = fr(Pi/\/sat(T) N PZ) .

Chacun des anneaux A; présente alors la propriété suivante qui est fondamentale pour le
développement des algorithmes présentés dans le chapitre 5.

Théoréme 4.4.14 Soit T une chaine réguliere de P,. Soit {Py,...,P,} Uensemble des
idéaux premiers associés a sat(T). Alors Uanneau A, = fr(P,/Rep,(T)) est un produit fini
de corps et

A, > ft(P,/P1) X ... x ft(P,/Pum) .

Preuve. L’anneau noethérien P, /Rep,(7T') est réduit puisqu’un anneau quotient A/I puis-
qu'un anneau quotient A/[ est réduit si et seulement si 'idéal [ est radical. La proposition
A.2.34 affirme alors que son anneau total des fractions est un produit fini de corps. L’ex-
pression de A, sous forme de produit est obtenue a partir de la méme proposition puisque
les P; correspondent dans P, /Rep, (T) aux idéaux premiers associés a I'idéal nul. et a

Remarque 4.4.15 De la méme facon, on vérifie que chaque anneau A; défini ci-dessus est
un produit de corps du type fr(P;/P; N P,).
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4.5 Tours d’extensions simples

Le concept de tour d’extensions simples généralise celui bien connu de tour d’exten-
sions de corps. Il est introduit dans [Mor97] et utilisé dans [ALM99]. Notre présentation est
un peu différente et apporte quelques corrections et précisions. Nous montrons dans le théo-
reme 4.5.9) qu’a tout ensemble triangulaire régulier T', on peut associer une tour d’extensions
simples dont le dernier élément est ’anneau total des fractions de P, /sat(T"). Nous pensons
fournir dans cette section une preuve valide de ce résultat qu’utilise [Mor97] et [ALM99].
Nous établissons alors I’équivalence entre la radicalité de T et le fait que la tour d’extensions
associée soit séparable (proposition 4.5.10). La proposition 4.5.12 vérifie qu’on peut récipro-
quement construire un ensemble triangulaire régulier dont la tour d’extensions simples est
donnée. En fin de section, nous montrons que la représentation d’une chaine réguliere ne
définit pas toujours une tour d’extensions simples. La notion de chaine réguliere (ou d’en-
semble triangulaire régulier) est ainsi plus générale mais elle est pourtant suffisante pour
le développement d’algorithmes de calcul de pged modulo un ensemble triangulaire (voir le
chapitre 5). Notre travail permet donc de constater qu’il n’est pas nécessaire de disposer
d’une tour d’extensions simples séparables pour ce type d’algorithme. Le point fondamental
est plutot "association d’un produit de corps adéquat a un ensemble triangulaire disposant
de propriétés minimales.

Définition 4.5.1 On dit qu’une suite (Ao, Ay, ..., A,) d’anneaur commutatifs est une tour
d’extensions simples du corps k si Ag = k et si pour tout 1 € [1,n] l'une des conditions
suivantes est vérifiée :

(1) Ai = fr(Aiawi]),
(ii) il existe f; € Ai_1]x;] de degré positif et unitaire tel que A; = fr(A;—1[@:]/(fi)).

Si, de plus, Uidéal (f;) est radical chaque fois que la condition (i1) est respectée, la tour
d’extensions simples est dite séparable.

La proposition suivante précise I'intérét des tours séparables.

Proposition 4.5.2 Soit (Ao,...,A,) une tour d’extensions simples séparable de k. Alors
pour tout i € [0,n], Uanneau A; est un produit de corps.

Preuve. Le résultat se montre par récurrence. Pour ¢ = 0, c’est trivial. Supposons 7 > 0.
Puisque Nil(A;_1[z;]) = Nil(A;_1)[z;] (voir la proposition A.2.31), il résulte de I’hypo-
these de récurrence que A;_q[z;] est un anneau réduit. Dans le cas (u7), 'anneau quotient
Ai_q]zi]/(fi) est réduit puisque par hypothese (f;) est radical. Ainsi, pour les deux cas pos-
sibles, la proposition A.2.34 entraine immédiatement que A; est un produit fini de corps.
O

Considérons un ensemble triangulaire régulier T' dans P,,. On pose Ay = k et

A; = fr(P;/sat;(T N P;))
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pour tout ¢ € [1,n]. L’homomorphisme canonique de P; vers 4; induit un morphisme naturel
de P;yy dans A;[x;11] qu’on note F;. Sa restriction a P; présente ainsi les caractéristiques
suivantes :

Proposition 4.5.3 Soit T un ensemble triangulaire régulier de P, et i € [0,n]. Pour tout
p € P; on a les équivalences suivantes :

(i) Fi(p) =0 & pesaty(TNP;) & pesat(l),
(ii) Fi(p) € Un(A;) & (YP €ass(sat;(TNP,)))p g P < (VP € ass(sat(1))) p & P.

Preuve. Le morphisme canonique de P;/sat;(1' N P;) vers son anneau total des fractions
A; est injectif, ce qui justifie la premiere équivalence de (i). Les éléments de P, /sat;(T N P;)
dont 'image est inversible par ce morphisme sont exactement les éléments non-diviseurs de
zéro. On en déduit la premiere équivalence de (7). La seconde équivalence pour chaque point
est conséquence respectivement du théoreme 4.3.4 et du théoreme 4.3.6. O

Remarque 4.5.4 Soit f un polynome de l’ensemble triangulaire régulier T' ayant pour
variable principale x;. Si on note h Uinitial de f alors F;_i(h) est un élément inversible de
Ai_1. En effet, par hypothese h n’est pas diviseur de zéro dans P;_; /sat;_; (7).

Nous montrons ci-dessous que la suite (Ag, Ay, ..., A,) est une tour d’extensions simples
de k. Commencons par établir le lien entre les anneaux A;_; et A;.

Lemme 4.5.5 Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A. Alors
(ST'A)X] ~ STHA[X]) .

Preuve. Posons B = (S7'A)[X]. Soit f : A[X] — B le morphisme naturellement induit
par ’homomorphisme canonique de A dans S™!'A. Vérifions que les trois conditions de la
proposition A.2.8 sont satisfaites par f. Pour (1), il est clair que les éléments de f(.5) sont des
inversibles de B. Soit p = 32¢_, a;, X* un élément de Ker(f). Pour tout k € [1,d] le coefficient
cx/1 est nul dans S™'A; il existe donc s;, € S tel que sgc;, = 0 (remarque A.2.2). En notant
s le produit des ¢; on alors sp = 0, ce qui assure le point (i7). D’autre part, tout élément de
B s’écrit Zizl(ak/sk))(k avec ap € A et s, € S. Par une mise en dénominateur commun, on
peut écrire f(p)f(s)~" avec p € A[X] et s € S, cest-a-dire sous la forme demandée dans
(ii3). O

Lemme 4.5.6 Soit S C reg(A) une partie multiplicative de Uanneau A. Alors on a
fr(S7'A) ~ fr(A) .
Preuve. il suffit d’appliquer la proposition A.2.9 avec T' = reg(A). O

Proposition 4.5.7 Soit T' un ensemble triangulaire régulier de P,,. Pour tout i € [0,n — 1]
on désigne par Jiy1 Uextension du saturé de T NPy dans A;[x; + 1] par Uhomomorphisme
F;. Alors on a

A = fr(Aifeia]/Jia)
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Preuve. On désigne par 5; 'ensemble des éléments réguliers de B; = P, /sat;(T N P;). On
a ainsi A; = S;7' B;. En notant S I'image de S dans B;[x;41]/(1iy1/1;), on a d’apres le lemme
4.5.5 puis la proposition A.2.13

Ailwia]/Jig1 ~ ST Bilzia]/ i
~ S Bilwi) /(I /1) -

On veut utiliser I'isomorphisme donné par le lemme 4.5.6 en prenant B;[x;11]/(li41/1;) pour
A. Tl suffit de s’assurer que S; C reg(B;[ziy1]/(Lix1/1:)), ce qui revient a vérifier que I'in-
tersection de S; avec tout idéal premier de B;[;41] associé a [41/[; est vide. Soit o € 5.
(C’est I'image canonique d’un élément p de P; tel que pour tout idéal premier P de [;, on a
p & P. 1l résulte du théoreme 4.3.6 que si P’ € ass(/;11), alors p € P’. On en déduit que «
n’appartient a aucun idéal premier associé a [;41/1; dans B;[x;11], ainsi qu’on le désirait. Le
lemme 4.5.6 entraine alors

fr(Aslwipa] /i) = fo(Bilzig] /(g ] 1)

~ fr((Pia/Llwiga])/ (Ligy/ Llziga]))
~ fr(Piy1/lit1)
qui correspond a l'isomorphisme de la proposition. a

Lemme 4.5.8 Avec les notations ci-dessus, posons I; = sat;(T N P;). Alors lidéal J; en-
gendré par F,_1(1;) a pour image réciproque I; lui-méme. De plus, si x; € algVar(T) alors
Ji = (Fio1(T%,)), sinon J; est réduit a 0.

Preuve. Notons B;_y = (P;_1/I;_1) et S!_; I'ensemble des éléments réguliers de B;_;. On
désigne par I! 'image de [; dans B;_i[x;]. C'est un idéal de B;_i[x;] d’image réciproque
I;. De plus, il résulte du théoreme 4.3.6 que pour tout idéal premier P’ associé a [ on a
P'N S, = 0. L'idéal J; étant I'extension de I! dans anneau S!_, " (B;_;[z,], on en déduit
avec la proposition A.2.22 que [I! est le contracté de J;, et par suite que I — ¢ est 'image
réciproque de J; par F'1 — 1. On a ainsi prouvé la premiere partie du lemme.

Supposons maintenant que x; € algVar(T) et notons f = T,, et h = init(f). L’idéal
engendré par F;_i(f) est évidemment inclus dans .J;. Réciproquement, soit p € sat,(T' N P;).
D’apres la proposition 4.3.2, il existe m tel que h"p € sat;(T N P;_1) + (f)p.. On a par
conséquent F;_1(h)" F;_1(p) € (Fi—1(f)). L’inversibilité de F;_1(h) (remarque 4.5.4) entraine
Fi—1(p) € (Fiza(f)). 1l en résulte J; C (Fi_1(f)).

Le cas ou x; est une variable transcendante par rapport a T' est immédiat. a

Théoreme 4.5.9 Soit T' un ensemble triangulaire régulier de P,,. Alors la suite d’anneaux
(Ao, A1, ..., Ay) définis par A; = fr(P;/sat;(T N P,)) est une tour d’extensions simples du
corps k. On dit que ¢’est la tour associée a T'.

Preuve. En appliquant le lemme 4.5.8 dans la relation donnée par la proposition 4.5.7,
on obtient selon le cas A; ~ fr(A,_i[x;]) ou bien A; ~ fr(A;_1[x;]/(Fi—1(Ty,))). 1l résulte
de la remarque 4.5.4 que F;_1(T},) est unitaire donc la suite (Ag, A1,..., A,) satisfait aux
conditions de la définition. O
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On peut ainsi associer a tout ensemble triangulaire régulier une tour d’extensions simples
qui, dans le cas ou elle est séparable, permet d’obtenir la propriété suivante.

Proposition 4.5.10 Awvec les notations du théoréme 4.5.9, la tour Ag, Ay, ..., A, est sépa-
rable si et seulement si l'idéal sat(T') est radical.

Preuve. On reprend les notations du lemme 4.5.8. Par définition, si la tour est séparable
alors .J,, est un idéal radical de A,,_1[x,]. I./idéal sat(T") qui est le contracté de .J,, par F,,_; est
donc radical d’apres la proposition A.1.4. Réciproquement, supposons que sat(7') est radical.
On a alors encore selon la proposition A.1.4

F () = VEZ({(Ta-1)
= /sat(7T)
= sat(7) .
On en déduit /(Jp—1) = F_1(sat(T)) = (J,—1). O

On introduit ainsi la méme terminologie pour les ensembles triangulaires que pour les
tours.

Définition 4.5.11 Un ensemble triangulaire régulier T est dit séparable si sat(T') est radi-
cal.

On s’intéresse maintenant au probleme réciproque de celui qui est évoqué dans le théoreme
4.5.9. Autrement dit, on cherche a associer a une tour d’extensions simples de £ un ensemble
triangulaire régulier.

Proposition 4.5.12 Soit (Ao, A1, ..., A,) une tour d’extensions simples de k. Alors il existe
un ensemble triangulaire régulier T' de P, tel que (Ao, Ay, ..., A,) soit la tour associée a T.

Preuve. La construction se fait par induction sur n. Pour n = 0 il est clair que ’ensemble
vide convient pour 7. Soit n > 0. D’apres I’hypothese de récurrence on peut associer a
Aog, ..., An_1 un ensemble triangulaire régulier 7" de P,,_; tel que A,y = fr(P,_1/sat,,—1(T")).
Dans le cas ou A, = fr(A,_1[x,]) on vérifie immédiatement avec le lemme 4.5.8 et la propo-
sition 4.5.7 que T' = T" convient. Supposons maintenant que f est un polynome de A, _;[x,]
tel que A, = fr(An—1[x,]/(f)). On note S 'ensemble des éléments de P,_; qui ne sont pas
diviseurs de zéro modulo sat,,_;(7"). Le polynome f s’écrit

f= ;)@/s—j)xf;

ou @; est la classe résiduelle dans P,y /sat,_;(7’) d'un élément a; de P,y et 5 est la
classe d'un élément s; de S. De plus le coeflicient a4 € S par hypothese. Puisqu'une mise en
dénominateur commun ne modifie pas ces propriétés, on peut supposer que les s; sont tous
identiques; on note alors s cette valeur commune. Le polynome g = Z;l:o(a_j/l)l‘% =(s/0)f
engendre dans A,,_1[z,] le méme idéal que f puisque (5/1) est inversible. Soit ¢ le polynéme
de P,, défini par { = Z;‘lzo a;jxl. Alors T = T" U {t} est un ensemble triangulaire régulier de
P,. Puisque g est 'image de ¢ dans A,_q[x,], il résulte ici encore du lemme 4.5.8 et de la
proposition 4.5.7 que T' convient. O
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Remarquons qu’il est aussi possible d’associer a un ensemble triangulaire régulier T' une
autre suite d’anneaux (Ag, A7, ..., AL), définie par

A; = fr(Pi/\/sati(T N PZ)) .

Nous avons vu que chaque anneau A! est alors un produit de corps. Disposerait-on avec
la suite A’ d’une tour d’extensions simples séparables? La réponse est non car A’ n’est
pas méme pas forcément une tour d’extensions simples. Considérons par exemple I’ensemble
triangulaire régulier 1" de Py suivant:

T ={a? —xy, 25 — a1} .

On a
All = ff(P1/<$% — $1>) ~ kl X kg

ou ky est le corps fr(Py/(x1)) et ky le corps fr(Py/(x1 — 1)). L’idéal engendré par I'image de

sat(7") dans anneau Af[x2] = ki[x2] X ko[xs] est d’apres ce qui précede, 1'idéal

J =/ (Fi(23 —21)) .

L’image de 23 — z; dans ky[xs] est fi = 23 et son image dans ky[xs] est fo = 23 — 1. On
vérifie aisément que <f1>k1[1,2] = <:1:2>k1[$2] et que 'idéal <f2>k2[1,2] est radical. D’apres le
lemme 3.3.5, I'idéal J est donc engendré dans ky[xs] X kz[x3] par le couple (2,23 — 1). Ce
couple correspond au polynoéme ;23 — (z; — 1)zy + @y de Aj[xs] qui n’est pas unitaire, donc
la condition (ii) de la définition 4.5.1 n’est pas remplie.

4.6 Equivalence de différentes notions

Les différents concepts attachés aux ensembles triangulaires qui ont été introduits dans
ce chapitre se retrouvent dans le théoreme ci-dessous pour fournir des caractérisations équi-
valentes d’ensembles triangulaires.

Théoreme 4.6.1 Pour tout ensemble triangulaire T non vide de P, les conditions ci-
dessous sont équivalentes :

(i) T est un ensemble triangulaire régulier de P,
(ii) T est une chaine réguliére de P,
(ii1) redo(T) = sat(T),

(iv) sat(T') NP, = sat,(T' N P;) pour tout i € [0,n],

(v) T est un ensemble caractéristique au sens de Ritt de sat(T),
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Preuve. L’équivalence entre les deux premieres notions a déja été donnée dans la propo-
sition 4.4.12. Vérifions maintenant que (1) & (u12) et (1) & (iv). Si T est régulier, I’égalité
(1i7) a été établie dans le théoreme 4.3.11 et la relation (iv) dans le théoreme 4.3.4 Récipro-
quement, supposons que 7' ne soit pas régulier. Il existe un indice ¢ > 0 tel que l'initial de
T, soit diviseur de zéro dans P;_;/sat;_; (7). Posons h = init(1},). On dispose ainsi d'un
polynome p € P,;_; tel que
p € sati_l(T N Pi—l) (49)
et
hp € sati_l(T N Pi—l) . (410)

A partir de la relation (4.10) on obtient aisément que p € sat;(T' N P;) donc p € sat(T).
On en déduit conjointement avec la relation (4.9) que sat(7) N P,_y # sat,_1(T N P;_1), ce
qui prouve (iv) = (7). De plus, la relation (4.9) entraine aussi que prem(p, T ) # 0 donc
prem(p,T') # 0 puisque p € P;_;. On a par conséquent red.,o(7') # sat(T") et ainsi (i17) = (7).

On obtient facilement (ii7) < (v). En effet, par définition T' est un ensemble caractéris-
tique de sat(7') si et seulement si sat(7") C red,o(7'). L’équivalence voulue résulte simplement

du fait qu’on a toujours redo(7') C sat(7') (proposition 2.2.18). O

4.7 Ensembles triangulaires et bases de Grobner

Nous étudions dans cette section la construction d’ensembles triangulaires avec des pro-
priétés minimales a partir d’'une base de Grobner lexicographique minimale ¢ d’un idéal
I. On montre d’abord que lorsque [ est premier, on peut extraire immédiatement de GG au
moins un ensemble triangulaire régulier T' tel que I = sat(7T') (théoreme 4.7.4). Lorsque [
n’est pas premier on ne dispose pas de propriété aussi forte. Le théoreme 4.7.14 précise qu’on
peut cependant toujours extraire facilement de G au moins un ensemble caractéristique au
sens de Ritt de I qu’on appelle ensemble médian associé€ a I (définition 4.7.6). Ces résultats
prolongent ceux de [ALM99] ou est introduite la notion d’ensemble médian d’un systeme de
générateurs d’un idéal I. Celle-ci correspond a un cas particulier d’ensemble médian associé a
I. Notre généralisation montre qu’il y a éventuellement plusieurs ensembles caractéristiques
disponibles dans la base de Grobner G et permet de choisir parmi ceux-ci. Elle fait aussi
apparaitre le role principal des initiaux des polynémes de G dans ces problemes, et a ainsi
I’avantage de limiter les calculs de pseudo-restes sur ces initiaux au lieu de les effectuer sur
les polynémes eux-meémes.

Notation 4.7.1 Nous supposons dans celte section que I est un idéal propre de P,. Nous
utilisons les notations de 'annexe B présentant les bases de Grobner. L ordre lexicographique
sur les monomes de P, associ€ a Uordre de variables ©1 < --- < @, est noté <., (définition
B.0.16). Pour cet ordre, le monome de téte d’un polynome p de P,, est noté Im(p). Toutes les
références auxr bases de Grobner dans cette partie seront relatives a cet ordre. On désigne par
G la base de Grobner minimale de I pour Uordre <i,. Soit v une variable de {xq,... x,}.
On pose

G,={g€ G | mvar(g) =v} et G, ={g€ G | mvar(g) <v}.
Enfin, on note algVar(G) Uensemble des variables v telles que G, # ().
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Lemme 4.7.2 Soit (¢ une base de Grobner minimale pour Uordre lexicographique. Alors
pour tout polynome g € G on a init(g) € (G).

Preuve. Posons h = init(g) et supposons au contraire que h € (G). Alors il existe ¢ €
G\ {g} tel que Im(h) soit divisible par Im(¢’). Puisque Im(h) divise Im(g) on en déduit
alors que Im(¢') divise Im(g), ce qui contredit le fait que (i est une base minimale (voir la

définition B.0.18). O

Lemme 4.7.3 Soit G une base de Grobner minimale qui engendre un idéal premier de P,,.
Pour tout ensemble triangulaire T tel que T'C G on a

sat(7') C (G) .
Preuve. Posons T'={g1,...,9s} et h; = init(g;) pour tout ¢ € [1,s]. On a (T') C () donc
sat(T) = (T) : (hy...hs)™ C{(G) = (hy... hs)™ .

Puisque par hypothese (G) est premier, il résulte du lemme 4.7.2 que hy ...hs € (G) et par
conséquent () : (hy...hs)™ = (G) (proposition A.1.15), ce qui permet de conclure. O

Théoreme 4.7.4 Soit [ un idéal premier de P, et G une base de Grobner minimale de I.
Soit T' un ensemble triangulaire extrait de G tel que:

— algVar(T") = algVar(G),

— pour toute variable v € algVar(T') le polynome T, est un élément de GG, de degré minimal
en v.

Alors T' est un ensemble triangulaire régulier et
I =sat(T) = redo(T) . (4.11)
On dira que T est un ensemble triangulaire régulier extrait de G, ou associé a [.

Preuve. On montre d’abord que I C red.,o(7") par 'absurde. Soit p € I et r = prem(p, T)).
La “remainder formula” (proposition 2.2.10) entraine r € [ donc il existe g € G tel que Im(g)
divise Im(r). Posons v = mvar(g). Par construction de T', la variable v est algébrique par
rapport a T' et mdeg(7T,) < mdeg(g). Supposons r # 0. Le polynoéme r est réduit par rapport
a T donc son monome de téte I'est aussi. Par conséquent Im(g) est réduit par rapport a T
en particulier on a mdeg(¢g) < mdeg(7,), en contradiction avec ce qui précede. On en déduit
que r = 0.
Il résulte ensuite de la proposition 2.2.18 que

I Credso(T) Csat(T) .

Puisque le lemme 4.7.3 assure que sat(7') C I, on en déduit les égalités (4.11). Le fait que T
soit régulier est conséquence directe du point (¢7¢) du théoreme 4.6.1. O
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Exemple 4.7.5 Soit n = 4. On considere les polynomes suivants:

Pr = T2x3 — 11
P2 = T1Ta — X2
ps = T3rg4 — 1

L’ensemble G = {p1, p2, p3} est une base de Grobner minimale d’un idéal premier. Il existe
deux ensembles triangulaires réguliers extraits de G qui sont Ty = {p1,p2} et Ty = {p1,p3}.
On a ainsi () = sat(T7) = sat(73). Les zéros de (G forment la variété irréductible

Vi={(ti,ta, ti/ta, t2/th) | 1tz € C\ {0} }.

Bien que py <jc; p3, 'ensemble Ty peut se réveler plus intéressant que ’ensemble T} car on a
aussi (G) = (1) alors que V(T1) =V U{(0,0,t5,t4) | t3,14 € C}.

Remarquons cependant qu’on ne peut pas toujours trouver un ensemble triangulaire
régulier T extrait de G tel que (G) = T. Soit T = {z3xs — 27, v124 — x2} et [ = sat(T).
L’idéal I admet pour base de Grobner minimale

2 2 2
G ={axjes — a], x104 — 9, voxzry — xl,xsxy — 1} .

On vérifie facilement que 1'idéal I est premier. Les ensembles triangulaires réguliers associés
a lsont T et T" = {a3ws — 2%, wox374 — 71} mais le calcul des bases de Grobner des idéaux
(T) et (T") montrent que ceux-ci sont strictement inclus dans /.

Dans le cas général ou [ n’est pas premier, on ne peut plus extraire aussi facilement que
dans le théoreme 4.7.14, un ensemble triangulaire qui ait des propriétés minimales de la base
de Grobner lexicographique de [. La construction inductive de la définition 4.7.6 ci-dessous,
qui ne demande qu’un simple calcul de pseudo-reste sur les initiaux de polynémes de G,
permet quand méme d’exhiber au moins un ensemble caractéristique de Ritt de 1.

Définition 4.7.6 Soit [ un idéal propre de P, et G une base de Grébner minimale de I.
On appelle ensemble médian extrait de (&, ou ensemble médian associé a I, tout ensemble
triangulaire T de P,, qui vérifie les conditions suivantes :

(i) sin =0 alors T =1

(ii) sin > 0 alors T' = T est un ensemble médian extrait de G et on distingue deux

cas’

(a) si{init(g) | g € G, } Credso(T") alors T =T’

(b) sinon T =T"U{f} ou [ est un polynome de (5, de degré minimal en x, parmi
les éléments g € Gy, vérifiant prem(init(g),T") # 0.

Tout idéal propre de P, admet au moins un ensemble médian associé. La proposition
suivante montre que la définition 4.7.6 généralise le cas ou [ est un idéal premier que nous
avons étudié plus haut.

Proposition 4.7.7 Soit [ un idéal premier de P, et T un ensemble triangulaire. Alors T
est un ensemble triangulaire régulier associé a I si et seulement si T est un ensemble médian
associ€ a I.
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Preuve. On le vérifie par induction sur ’entier n. C’est trivial pour le cas n = 0 qui
correspond a [ = {0}. Supposons n > 0. Soit G la base de Grébner minimale de . Le cas
Gy, = 0 est immédiat. Dans le cas contraire tout polynome g € G, est tel que init(g) &
I'NP,_; (lemme 4.7.2). Puisque par induction T, est régulier et I N P,_; = sat(7T, ), on a
prem(init(g), 7, ) # 0 selon le théoreme 4.3.11. Par conséquent les éléments de G, de degré
minimal en x,, sont exactement ceux qui vérifient la condition (b) de la définition 4.7.6, ce
qui entraine I’équivalence voulue. a

Revenons au cas général des ensembles médians pour lequel nous donnons quelques
exemples. Nous en dégagons ensuite les propriétés principales.

Exemple 4.7.8 Soit n =4 et ' = {x122, 2223, x324}. On pose [ = (F). Alorson a G = F
et le seul ensemble médian associé a [ est {xjxq, v314}.

Exemple 4.7.9 Soit n = 5 et T = {23 — 21,23 — 273, (¥3 + 23)74, (¥3 — ¥2)5}. La base
de Grobner minimale de 'idéal I engendré par T est G = F U {xj24, 222425}, On trouve
ici deux ensembles médians extraits de G. Le premier est T lui-méme et le second est T =

{1’% — 21, 51/':25 — TaT3, T1Ta, (T3 — T2)T5 ]

Exemple 4.7.10 Soit n = 4. On pose F' = {2} — xy, 25 — 2xyx3 + 1, (x3 — x9)x4}. L'idéal
I = (F) admet F' comme base de Grébner minimale. L’unique ensemble médian extrait de
I est I' lui-méme. Notons que W(F") = () puisque (23 — x3) appartient au radical de F,.
Contrairement au cas ou [ est un idéal premier, il n’est donc pas possible d’assurer qu’un
ensemble médian associé a [ soit consistant.

Remarque 4.7.11 Méme dans le cas ou [ est radical, les ensembles médians associés a [
peuvent étre inconsistants. Avec n = 4, prenons T' = {2 — 2, 23— 2, (21 — x2) @3, (1 + x2)4}
et [ = (T). On a alors G = T U {xsx4}. Le seul ensemble médian extrait de GG est T car
prem(xsxy, Ty, ) = 0. On vérifie sans peine que le produit des initiaux de T, et T}, appartient

a I'idéal engendré par 17, donc W(1') = 0.

Proposition 4.7.12 Toul ensemble médian associé a un idéal propre non nul de P, est un
ensemble triangulaire standard.

Preuve. La construction de 7" donnée dans la définition 4.7.6 ci-dessus entraine immédia-
tement que T' satisfait les conditions de la définition 2.2.14. a

Proposition 4.7.13 Soit [ un idéal propre de P,,. Tout ensemble médian T associé¢ a [ est
tel que
T C I C redso(T) .

Preuve. La premiere inclusion est triviale. Passons a la seconde. On note ' la base de
Grobner minimale de [. Soit p € [ et r = prem(p,T'). Puisque T'C [ on a r € [. Il existe
donc g € G tel que Im(r) est multiple de Im(g) (proposition B.0.20). Supposons que r est
non nul. Puisque red?(r,T") on a aussi red?(Im(r),T') et

red?(Im(qg), T') . (4.12)
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Posons v = mvar(g). Si v est algébrique par rapport a T on a donc mdeg(g) < mdeg(7)
(voir la remarque 2.2.12). Il résulte alors de la définition 4.7.6 que prem(init(g),7,") = 0. Et
on a clairement la méme relation lorsque v est transcendante par rapport a 1'. La proposi-
tion 2.2.13 implique alors que Im(g) n’est pas réduit par rapport a T, ce qui contredit (4.12).
On en conclut que r est nul. a

Théoreme 4.7.14 Soit [ un idéal propre de P,,. Tout ensemble médian associé a I est un
ensemble caractéristique de Ritt de I.

Preuve. Cette affirmation est une conséquence directe des propositions 4.7.13 et 4.7.12 et
du théoreme 4.2.11. O

Les propriétés des ensembles médians sont bien moins fortes en général que dans le cas
d’un idéal premier. Le théoreme 4.7.14 montre cependant que tout idéal I de P, possede
un ensemble caractéristique de Ritt et qu’un tel ensemble n’est pas plus difficile a calculer
qu'une base de Grobner lexicographique de 1.

Remarque 4.7.15 Sion dispose d’un ensemble médian T associé a [ alors on peut aisément
tester si un sous-ensemble (' de [ est un ensemble caractéristique de Ritt de [. Il suffit de
vérifier que ' est un ensemble triangulaire standard tel que C' ~, T'.

Nous distinguons dans la définition suivante 1'un des ensembles médians extraits d’une
base de Grobner. Celui-ci a comme propriété supplémentaire d’étre initialement réduit. Cette
définition permet aussi de faire finalement le lien avec la définition d’ensemble médian de

[ALM99].

Définition 4.7.16 Soit [ un idéal propre de P, et G la base de Grobner minimale de I.
L’ensemble médian de I, noté M(I), est U'ensemble triangulaire défini de maniére unique
par

(i) sin =0 alors T =1
(i) sin >0 alors T' = T, est 'ensemble médian de I N P,_y et on distingue deuxr cas:

(a) si{init(g) | g € G, } Credso(T") alors T =T’

b) sinon T =T"U ou g est le plus petit polynome de G par rapport a l'ordre
g g p p poiy n P pp
<iew tel que prem(init(g),T’) 7£ 0.

Proposition 4.7.17 L’ensemble médian M(1) est initialement réduit.

Preuve. Soit GG la base de Grobner minimale de I. On prouve la proposition par I’absurde.
Supposons que T" = M(I) ne soit pas initialement réduit. Il existe alors une variable v €
algVar(T') telle que g = T, ne soit pas initialement réduit par rapport a 7T, . Posons p =
prem(g,T,7). On a ainsi p<;..g et p € I.

Puisque T' est un ensemble triangulaire standard on a prem(init(g), 7. ) # 0 et il résulte
de la proposition 2.1.17 que deg(p,v) = mdeg(g). On sait avec la proposition 4.7.13 que
p & (G) car prem(p,T) = p # 0. Par conséquent le mondéme de téte de p est divisible par
le monéme de téte d’un polynéme ¢' € G, tel que ¢'<cg. On en conclut que prem(g’,77) =0
et donc que Im(g’) n’est pas réduit par rapport a T, d’apres la proposition 2.2.13. On aboutit
ainsi a une contradiction puisque par construction p est réduit par rapport a 7. a
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La proposition 4.7.18 ci-dessous montre que si T' = M(I) et v € algVar(T') alors T, est
aussi le plus petit polynéome g de (&, pour l'ordre de Ritt qui vérifie prem(g,T,") # 0.

Proposition 4.7.18 Soit [ un idéal propre non nul de P, et G sa base de Grobner minimale.
Soit g € M(I) tel que mvar(g) = v. Alors pour tout ¢’ € G tel que ¢’ <ierg on aprem(g’, T, ) =
0.

Preuve. Posons T' = M(I). Si deg(g’,v) < mdeg(g) alors prem(¢’,T,;) = prem(¢’,T) =
0 d’apres la proposition 4.7.13. Supposons maintenant que ¢ a pour variable principale

v et que mdeg(¢’) = mdeg(g). 1l résulte de la construction de 'ensemble médian de [
que prem(init(¢’),7,) = 0. On en déduit avec la proposition 2.1.17 que prem(¢’,T,) =
prem(tail(¢’), 7). On est ainsi ramené au cas précédent, d’ou prem(¢’,7,7) = 0. O

La proposition suivante permet de constater que la distinction des cas (a) et (b) dans la
définition 4.7.16 peut se faire indifféremment en calculant les pseudo-restes des polyndmes
de G, par rapport a T” ou en ne calculant que les pseudo-restes de leurs initiaux.

Proposition 4.7.19 Soit G une base de Grobner lexicographique minimale de P, et T un
ensemble médian extrait de G, . On a

Gy, Credoo(T) < {init(g) | g € G, } C redso(T) .

Preuve. L’implication directe est immédiate avec le corollaire 2.1.18. Réciproquement, si
{init(g) | ¢ € Gu,} C redo(T) alors par définition T' est un ensemble médian de (). La
proposition 4.7.13 affirme alors que (G) C redo(7), et en particulier Gy, C redeyo(7). O

Remarque 4.7.20 La définition de I’ensemble médian d’un idéal I dans [ALM99] corres-
pond a la définition 4.7.16 donnée plus haut ou les termes init(g) sont a remplacer par g. Les
propositions 4.7.18 et 4.7.19 montrent par conséquent que les deux définitions sont en fait
équivalentes.



Chapitre 5

Calcul modulo un ensemble
triangulaire et décomposition
triangulaire

Résumé

Ce chapitre présente les algorithmes qui permettent de calculer modulo un ensemble
triangulaire régulier T', ce qui ici, signifie effectuer des calculs avec des polynomes en une
variable a coefficients dans le produit de corps A(T) = fr(P,/q/sat(T)) défini par T". Ces
algorithmes permettent ensuite de construire des algorithmes de décomposition triangulaire
de systemes de polynémes. Ils utilisent le principe de scindage dynamique que nous avons
exposé dans la section 3.3.

On peut de maniere similaire a [Laz91a] et [Mor97] les utiliser pour calculer une décom-
position des zéros du systeme de départ en zéros réguliers d’ensembles triangulaires. Pour
notre part, nous nous sommes investi dans le calcul de décompositions en clotures de zéros
réguliers d’ensembles triangulaires dont 'idée apparait dans [Kal93].

Nous présentons d’abord le probleme du scindage d’un ensemble triangulaire qui corres-
pond a celui évoqué dans le chapitre 3 pour scinder un produit de corps afin de calculer des
pged sur des produits de corps. Nous verrons qu’un algorithme de scindage de A(T') permet
de définir un algorithme de calcul de pged modulo T, qui lui-méme servira a résoudre notre
probleme de scindage. C’est sur ce principe que fonctionnent les algorithmes split et gged
introduits par M. Kalkbrener [Kal93]. Notre présentation est différente et il nous semble
qu’elle permet avec les résultats du chapitre 4 de mieux comprendre le travail qu’effectuent
ces algorithmes. De plus, nous présentons un nouvel algorithme de calcul de pged modulo
un ensemble triangulaire qui utilise la technique des sous-résultants pour plus d’efficacité.
Notons que nous avons encore amélioré récemment cet algorithme par I’adaptation des tech-
niques proposées par [Duc96].

Notre travail de validation mathématique de I’algorithme de calcul de pged de Kalkbrener
nous a permis d’aller plus loin que lui. Nous utilisons le principe dynamique de son algorithme
pour développer des algorithmes de calcul de partie sans facteur carré d’un polynome et
d’inversion modulo une chaine réguliere (sections 5.2 et 5.3).
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Nous rappelons ensuite 1’algorithme de décomposition triangulaire de [Kal95]. Les algo-
rithmes de calcul de partie sans facteur carré et d’inversion cités ci-dessus nous permettent
de modifier cet algorithme de décomposition pour obtenir des décompositions triangulaires
avec des spécifications plus fortes.

Mentionnons pour finir que 'idée de calculer des parties sans facteur carré et d’inverser
apparait dans [Laz9la] pour calculer des décompositions triangulaires en zéros réguliers.
Une mise en ceuvre est proposée dans [MR95] puis [Mor97] ou ces calculs et les calculs
de pged au-dessus d’une tour d’extensions simples sont effectués de maniere dynamique
comme dans nos algorithmes, mais nécessitent 'inversion des initiaux des polynomes tout
au long du calcul. Il nous a semblé préférable d’utiliser la normalisation uniquement dans le
processus de construction d’un ensemble triangulaire. Nos décompositions triangulaires ne la
font donc intervenir que dans le cas ou on désire obtenir en sortie des ensembles triangulaires
normalisés. En effet, nous nous sommes rendus compte que le calcul des coefficients de
Bezout pouvait rendre le calcul de pged beaucoup plus couteux. Les performances de nos
implantations ont montré que notre choix était justifié.
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Notation 5.0.21 Dans ce chapitre T désigne un ensemble triangulaire régulier de P,,. Nous
avons montré dans la section 4.5 que Uanneau fr(P, /y/sat(T)) est un produit de corps. Nous
le désignerons désormais par A,(T) ou simplement A(T) et nous utiliserons la notation
Rep(T') = \/sat(T') introduite pour les chaines réguliéres.
Si {P1,..., P} est Uensemble des idéaux premiers associés a sat(1T), on a d’aprés le
théoreme 4.4.14
A(T) =1fe(P,/Py) x ... x fr(P,/P.) .

On notera K(T') l'ensemble des corps associés a'T', ¢’est-a-dire les fr(P,/P;) ou 5 € [1,r].

Pour travailler avec les notations ci-dessus qui évitent les indices, nous introduisons une
nouvelle variable x, 1 plus grande que z,. Rappelons que si k est un corps associé a T et
p un polynoéme de P, 11 on note p* I'image canonique de p dans fr(P,/P)[x,+1] (notation
4.4.1). On désignera de plus I'image de p dans A(T) par p’.

5.1 Scindage et pgcd modulo un ensemble triangulaire

Nous avons vu dans le chapitre 3 que tout couple de polynémes en une variable a co-
efficients dans un produit de corps admet un pgcd. Le probleme est alors de déterminer
effectivement un tel pged. Disposant d’un ensemble triangulaire régulier T', nous ne connais-
sons pas explicitement les corps associés a T'. Un apercu de la stratégie a la D5 sur laquelle
nous nous appuyons pour le calcul d'un pged sur A(T') est présenté dans le chapitre 3. Cela
nécessite de pouvoir distinguer pour un élément ¢ donné dans A(T), les corps de K(T)
dans lesquels I'image de a est nulle des autres, autrement dit ceux dans lesquels I'image
de a est inversible. I faut donc pouvoir scinder I'ensemble K(7'). Nous verrons ci-dessous
que ce probleme du scindage et celui du pged se résolvent mutuellement dans le cadre des
ensembles triangulaires réguliers et qu’on dispose alors d’outils pour résoudre des systemes
polynomiaux.

Bien que les travaux de Kalkbrener ne mentionnent pas la structure de produit de corps
A(T) et ne dégagent pas une notion mathématique de pged comme la définition 5.1.3, on
trouvera dans [Kal95] une étude complete dans le cadre des systemes de représentations du
probleme du scindage d’un idéal radical ou intervient un algorithme dont les principes sont
a la base de 'algorithme de calcul de pged présenté plus bas. Les algorithmes split et ged
reprennent les idées de [Kal93]. Nous avons ajouté un algorithme monicPolynomial pour des
raisons pratiques et un algorithme subResGed qui remplace le processus euclidien de calcul
de I'algorithme gged de Kalkbrener par un processus basé sur 1'utilisation des sous-résultants
et dont la gestion permet de plus d’éviter de répéter certains calculs. On obtient de cette
maniere une meilleure efficacité.

Commencons par définir plus précisément ce que nous entendons lorsque nous parlons de
scindage.

Définition 5.1.1 Soient T, Ty, ..., T, des ensembles triangulaires réguliers de P,. On dit
que Uensemble {Ty,..., Ty} est un T-scindage si les ensembles K(T;) sont deux a deux
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disjoints et

K(T) = K(T))
7=1
On peut dire de maniere équivalente que Ty,...,T,, est un T-scindage si les idéaux

premiers associés aux saturés des T} sont tous distincts et que
ass(sat(T)) = [ ] ass(sat(7})) .
7=1

Nous avons mentionné plus haut que dans "optique d’un calcul de pged, le fait intéressant
était la capacité de séparer les corps fr(P,/P;) pour lesquels la composante d’un élément «
de A(T) était nulle de ceux pour lesquels elle était non nulle. Nous introduisons dans ce but
la définition suivante.

Définition 5.1.2 Soit T un ensemble triangulaire régulier et p € P,. On dit qu’un couple
N=A{T,....,Ti} ee I ={T],...,T } de familles d’ensembles triangulaires réguliers est un
scindage de T' suivant p si N U [ est un T-scindage et si

- (Ve € K(NV)) p" =0,
~ (Ve € K(I) p* #£0.

Lorsque card(N U 1) =1 on dit que T ne se scinde pas suivant p.

Nous donnons en fin de section un algorithme split(7, p) qui calcule un scindage de T
suivant un polynoéme p. Cet algorithme utilise un calcul de pged modulo un ensemble trian-
gulaire. Nous allons donc d’abord préciser ce que nous entendons par la.

Remarquons tout d’abord que tout couple (P, P») d’éléments de A(T)[x,+1] admet un
pged qui est I'image d’un polynéme de P, 1 par ’homomorphisme canonique. En effet, on
dispose d'un pged G dans A(T)[x,41]; il suffit alors de mettre tous les coefficients de G au
meéme dénominateur puis de multiplier par ce dénominateur. On obtient ainsi clairement
I'image d’un polynéme de P,y qui est un associé de G dans A(T')[x,41] donc un pged de
(P, P») d’apres le lemme 3.3.7.

Si p1,p2 € Poyq, il existe done un polynéme g € P4y tel que g7 est un pged de pi’ et
pa’ dans A(T)[z,41]. Un tel pged n’est pas généralement unitaire dans A(T)[z,41], ¢’est-a-
dire que son coefficient de téte en z,11 peut étre nul dans certaines composantes du produit
de corps A(T'). De plus, tel que nous I"avons présenté, le calcul d’un pged dans A(T)[,41]
peut entrainer plusieurs branches de calcul et fournir en fait la valeur du pged sur des sous-
produits de corps de A(T')[x,41]. En vue de décomposer des systemes il est alors préférable
de remplacer A(T')[x,41] par les sous-produits de corps obtenus, qui seront représentés par
des ensembles triangulaires réguliers. Cela permettra en méme temps d’obtenir des pgeds
unitaires qui seront plus aisément manipulables. On aboutit ainsi a la définition ci-dessous.

Définition 5.1.3 Soit T' un ensemble triangulaire régulier de P, et deux polynomes p; et
py de Py, On dit que g € P,y est un pged de py et py, modulo T' si g7 est nul ou
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unitaire dans A(T)[x,11] et si G est un pged de 717 et pa’ . Plus généralement, on dit que
{(g1,T1), .-, (gm,Tim)} est un pged de p; et p; modulo T si les conditions suivantes sont
réalisées :

(i) {Ty,..., T} est un T-scindage,
i) G5 est nul ou unitaire dans A(T;) pour tout j € [1,m],
j j
(iii) G est un pged de pi70 et py0 pour tout j € [1,m].

Supposons que pour tout ¢ € [0,n — 1] on dispose d’un algorithme ged;(p1,p2,T) qui
calcule pour tout ensemble triangulaire régulier T' de P; et tous py, ps € P41 un pged de py
et po modulo T'. Remarquons qu’un tel algorithme existe pour ¢« = 0 puisqu’on retrouve alors
la notion de pged sur le corps k. Nous allons construire un algorithme monicPolynomial(p, T')
qui, a partir d’un polynéme p € P, 1, scinde ’ensemble triangulaire T' si I'image de p modulo
A(T) n’est pas unitaire. Ce nouvel algorithme permet alors de construire un algorithme
ged, (p1, p2, T'). Précisons que dans les boucles des algorithmes qui suivent, itérer signifie que
le reste du corps de la boucle est ignorée et qu’on passe directement a l'itération suivante.

Proposition 5.1.4 Soit T un ensemble triangulaire régulier de P, et p € P, 1. Alors l"algo-
rithme monicPolynomial(p, T') ci-dessous calcule une famille de couples {(p1,T1), ..., (Pm,Tm)}
telle que {Ty,...,T,} est un T-scindage et py,...,py sont des polynomes de P, tels que
pour tout j € [L,m] on a

(i) p; 7 est nul ou unitaire dans A(T}),

(i) p" = p;".
e monicPolynomial(p,T') ==
si p € k alors retourner {(p,7T)}
O:=
x;:= mvar(p)
si x; € algVar(T') alors
pour (g,U) € ged;_(p, Ty, T7) faire
sig€Piqalors @:=dU{(p,UU{T,,})}, itérer
&= 0 U{(0,U U {g})}
si mdeg(¢g) < mdeg(1},) alors
q:= pquo(T%;, g)
¢ := & U monicPolynomial(p, U U {q})
sinon
pour (h,U) € monicPolynomial(init(p), T,) faire
si h # 0 alors
&= b U {(p.0))}
sinon
® := & U monicPolynomial(tail(p), U)
retourner {(p,UUT}) | (p,U) € ®}.



AR VE A B N GRS SRS RS RS A R B S A VA SRS M AGLE S A A AR AR A SV A VA S EE S ML

Alors pour tout ensemble triangulaire régulier 7', si p; et p; sont des polynomes de P, 41,
I’algorithme ged,, (p1, p2, T') ci-dessous calcule un pged de py et p» modulo T'. On dispose ainsi
par induction des algorithmes monicPolynomial et ged pour tout entier n.

i ngn(p17p27T) ==

si p1=<,pe alors échanger p; et po

O:=10

pour (p,U) € monicPolynomial(p,,T) faire
si p =0 alors ©:= © U monicPolynomial(p;, U) et itérer
sip€ P, alors ©:= 0O U{(p:,U)}
sinon ©:= © U ged, (prem(p1,p), p, U)

retourner O.

[Kal95] présente un algorithme pour calculer des pgeds d’un ensemble de polynémes
modulo une chaine réguliere. [’algorithme ged ci-dessus effectue le méme travail pour deux
polynomes que celui donné dans [Kal95]. Nous précisons de plus ici quel sens mathématique il
faut donner au terme de pged employé par Kalkbrener, alors que 'auteur s’est principalement
appuyé pour cette appellation de pged sur la similarité de structure de son algorithme avec
celle de 'algorithme d’Euclide classique sur un corps.

Il est bien connu que I'utilisation de ’algorithme des sous-résultants ([Loo82]) pour le
calcul de résultant ou de pgcd de polynomes sur un anneau integre permet d’éviter une
croissance exponentielle des coefficients des polynémes intermédiaires. Pour une implantation
plus efficace du calcul de pged modulo un ensemble triangulaire, 1'utilisation de techniques
basées sur les sous-résultants semble alors naturelle.

Les spécifications sont les mémes que pour l'algorithme ci-dessus, mais on suppose de
plus que 737 est unitaire et que py <, p1 avec mvar(pz) = Z,4+1. On l'utilise donc en pratique
a l'intérieur de I'algorithme ged précédent a la place de I'appel récursif. [’actualisation des
coefficients 4,1, 3 en fin d’algorithme se fait exactement de la méme maniere que dans
I’algorithme de base du calcul de pged avec les sous-résultants.

e subResGed,,(p1,p2, T) ==
d:= mdeg(p1) — mdeg(p:)
pi=-1; fi= (=1)°H
lts:=[T]
0:=10
Tant que [ts non vide faire
p:= prem(pi,p2)/f
Imp:= Uprcyy, monicPolynomial(p,T")
Ilts:= ()
Pour (¢, U) € Imp faire
sig=0alors ©@:= O U {(p2,U)} et itérer
sig € P, alors ©:= OU{(p,U)} et itérer
si mdeg(q) < mdeg(p) alors
réduire py et ¢ par rapport a U
O := O UsubResGed, (p2, ¢, U)
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itérer
lts:=lts U{U}
(p1,p2) = (p2,9)
actualiser (4, 3)

retourner ©

Les algorithmes précédents permettent de disposer d’un algorithme de scindage d’un
ensemble triangulaire régulier suivant un polynome.

Proposition 5.1.5 Soit T un ensemble triangulaire régulier de P, et p € P,,. L algorithme
split, (T, p) ci-dessous calcule un scindage (N, I) de T suivant p.

Il est possible qu’il suffise dans certains cas de ne calculer que ’ensemble N, qui représente
les composantes de A(T') sur lesquelles p est nul, ou 'ensemble S regroupant les composantes
sur lesquelles p est inversible. A partir de split, (T, p), on dispose trivialement pour ces taches
respectives d’algorithmes qu’on nomme nullComp, (7, p) et invComp, (T, p).

e split, (T, p) ==

si p = 0 alors retourner ({7'},0)

si p € k alors retourner (0, {7'})

siTCP,4

alors
si p € P,,_y alors retourner split,_, (T, p)
N:=10
(No, I) := split,_, (T, init(p))
pour 7" € Ny faire
(N, I'):= split, (1", tail(p))

N:=NUN'
I:=1TUl
sinon
U=TnNP,_
f=1,

{(glv Ul)v tty (gm7 Um)} = ngn—l(p7 f7 U)
= {0, U 1f} 1g; € P} (1)
N:={U;U{g;} [ g; € Pua} (2)
Ji= {j € [1,m] | g; & Poy ct mdeg(g;) < mdeg(f)}
pour tout j € J faire
q:= pquo(f,g;)
I:= T UinvComp,,(U; U{q},p) (3)
retourner (N, I).

Le lecteur pourra se référer a [Kal93] ou [Kal95] pour la preuve de I’algorithme. Essayons
d’en dégager les principes pour T' non inclus dans P,_;. On peut vérifier aisément que la
proposition 4.5.7 est valide lorsqu’on considere le radical du saturé de T" au lieu du saturé
lui-méme. On a ainsi dans notre situation

An(T) o fr (At (U)[2a] [V (FY)) -
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Le fait que A,,_1(U) soit un produit de corps permet de se ramener par scindage au cas ou
A,—1(U) est simplement un corps. Le calcul de pged consiste alors a rechercher les facteurs
de fY qui sont communs avec p et qui induisent des corps sur lesquels p est nul (ligne (2)
de I'algorithme). Lorsque le pged est un élément de A,,_1(U), les polynomes fU et p¥ sont
premiers entre eux et p est donc inversible dans A(U U {f}) (ligne (1)). Mais si le pged g a
pour variable principale x,, alors le pseudo-quotient de f par ¢ ne fournit pas forcément des
facteurs premiers avec p sur A,_(U). En effet, I’élément fU n’est pas a priori sans facteur
carré. Pour étre stir d’isoler les facteurs premiers avec pU¥ on doit relancer la recherche de
scindage sur le pseudo-quotient comme I'exprime la ligne (3).

Remarque 5.1.6 Dans ’algorithme split et dans 1’algorithme monicPolynomial la recherche
récursive de scindages diie au fait que les polynomes de 1’ensemble triangulaire 7" ne sont pas
sans facteur carré modulo le saturé des éléments de T de variable principale inférieure ne nous
a pas semblé satisfaisante. En remarquant que nous avions ci-dessus les outils nécessaires
pour effectuer d’autres opérations sur des polynoémes en une variable sur un anneau A(7) il
devenait possible d’éviter ce travail récursif dans 1’algorithme split. Nous présentons en effet
dans la section suivante un algorithme qui calcule, pour p € P,y et T' C P,,, la partie sans
facteur carré de p’. Avec un tel algorithme on peut construire des ensembles triangulaires
réguliers qui sont radicaux et considérer par conséquent simplement le saturé d’un ensemble
triangulaire régulier T au lieu de son radical Rep(T').

5.2 Partie sans facteur carré

On suppose dans cette section que k est de caractéristique nulle. Nous présentons dans
cette section un nouvel algorithme de calcul de partie sans facteur carré modulo un ensemble
triangulaire régulier. Kalkbrener n’a pas utilisé ses algorithmes de pgcd et de scindage pour
obtenir un tel algorithme alors que cela est simple. Il mentionne I'intérét de pouvoir effectuer
ce type de calcul dans la section 6 de [Kal95]. L'importance d'un tel algorithme apparait dans
[Laz91a] et [Mor97] car on peut alors construire des ensembles triangulaires séparables, c’est-
a-dire dont le saturé est radical (proposition 5.2.2). Dans ce qui suit, pour tout polynéme p
on note p’ sa dérivée par rapport a la variable principale de p.

Proposition 5.2.1 Soit T' un ensemble triangulaire régulier de P, et p € P,11. On suppose
que mvar(p) = x,41 et p! est unitaire. Alors l’algorithme squareFreePart,,(p, T') ci-dessous cal-
cule une famille de couples {(p1,T1), ..., (pm,Twm)} telle que {11, ..., T} est un T-scindage
et p1,...,Pm sont des polynomes de P, 11 vérifiant les propriétés suivantes :

_ @TJ est unitaire dans A(Tj);
- T
- (B = ().

e squareFreePart,(p,T) ==
si mdeg(p) = 1 alors retourner {(p,7')}
O:=(
pour (g,1) € ged, (p,p', T) faire
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sig € P, alors ®:= ®U {(p,T)} et itérer
¢:= & U {(pquo(p, g),T)}

retourner ®

En utilisant I'algorithme ci-dessus on construit alors des ensembles triangulaires sépa-
rables comme l'indique la proposition suivante.

Proposition 5.2.2 Soit T un ensemble triangulaire régulier séparable de P, et p € P,y
tel que

— mvar(p) = T,41

— pl est unitaire

o T
- (e ) = (1)

Alors sat(T U {p}) est un ensemble triangulaire régulier séparable de P, 11 .
Preuve. Cela résulte facilement des propositions 4.5.10 et 3.3.9. O

L’utilisation de cet algorithme dans la construction d’ensembles triangulaires au cours
d’une décomposition introduit une étape supplémentaire. Néanmoins, cela permet de suppri-
mer des branches récursives dans les algorithmes monicPolynomial et split comme nous 1’avons
mentionné dans la remarque 5.1.6 et de simplifier ainsi ces algorithmes. Lorsque la tour T
est séparable I"algorithme monicPolynomial présenté dans la section précédente devient

e monicPolynomial(p,T') ==
si p € k alors retourner {(p,7T)}
O:=
x;:= mvar(p)
si x; € algVar(T') alors
pour (g,U) € ged;_, (p, T;,, T}) faire
sig€Piqalors @:=dU{(p,UU{T,,})}, itérer
b= 0 U{(0,U U {g})}
si mdeg(¢g) < mdeg(1},) alors
q:= pquo(T%;, g)
®:= o U{(p,UU{q})}
sinon
pour (h,U) € monicPolynomial(init(p), T,) faire
si h # 0 alors
&= b U {(p.0))}
sinon
® := & U monicPolynomial(tail(p), U)
retourner {(p,U UTE) | (p,U) € ¢}
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5.3 Inversion

Définition 5.3.1 Soit T un ensemble triangulaire régulier et p € P,,. On dit que (q,n) est
un inverse de p modulo T si

— n est normalisé par rapport a T,

- AT(? — ﬁT,

On dira que n est le normalisé de p modulo T', ou le normalisé de p dans A(T).

Lorsque p € P, de variable principale z,,;, et que p’ est unitaire alors il existe un
polynome ¢ € P, et n € P,;; de méme degré principal que p tels que (¢, n) est un inverse
de p modulo T'. On a alors sat(7 U {p}) = sat(T'U {n}). On peut, grace a cet algorithme,
effectuer des décompositions de variétés en clotures d’ensembles triangulaires normalisés.

A partir d'un polynéme p unitaire sur A(T), I'algorithme recip(p, T') suivant calcule un
inverse de p modulo T'. La fonction halfExtendedResultant(p, f, U) utilisée dans cet algorithme
retourne un couple (g, ¢) tel que g est un pged de p et f modulo U, et ¢ est le coefficient de
Bezout associé a p. Il existe ainsi un polynéme ¢ tel que gV = ¢Vp¥ + E’UfU Le couple (g, ¢)
s’obtient de fagon classique a partir d’un calcul de pged étendu classique.

e recip(p,T) ==
si p normalisé par rapport a T alors retourner (1, p)
v:= mvar(p)
si v € algVar(T') alors
(g,c) := halfExtendedResultant(p, T, 7T,")
(¢,n):= recip(g,T)
retourner (¢ ¢,n)
sinon
(g,n):= recip(init(p),T)
r = n mvar(p)™® 1 ¢ tail(p)
r:= prem(p,T)
retourner (q,r)

5.4 Algorithme de Kalkbrener

Définition 5.4.1 Soit I' une partie finie de P,. Un famille {Ty,...,T,} d’ensembles tri-
angulaires réguliers de P, est une décomposition triangulaire de F' au sens des saturés si on

V= @ Vsat(T}) .

On dira aussi que ¢’est une décomposition triangulaire au sens des clotures puisque cela
cquivaut a

VF([() = QW(T]) .
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Puisque les ensembles triangulaires d’une telle décomposition sont réguliers, chaque sortie
représente un ensemble de zéros qui n’est pas vide (voir le corollaire 4.3.5). On évite ainsi
I'un des écueils de la méthode originale de Wu puisque celle-ci peut fournir des sorties non
consistantes (nous avons constaté régulierement ce phénomene dans les exemples traités dans
le chapitre 7).

[Kal95] montre que le fait de pouvoir calculer modulo des ensembles triangulaires réguliers
permet d’obtenir I'algorithme decompose( ') suivant qui calcule, a partir d’un ensemble fini
F' de polyndmes, une décomposition triangulaire de F' au sens des saturés.

e decompose, (F) ==
F:=F\ {0}
si ' = () alors retourner {{}
si FFNk # () alors retourner ()
0:=0
Fli=FnP,
A := decompose,,_;(F")
pour U € A répéter
['i=ged, (F\ F',U)
pour (Uj,g;) € T répéter
si gj =0 alors ©:= O U {U;} et itérer
si mvar(g;) < x, alors ©:= © U decompose,(F' U {g;}) et itérer
0:=0U{U;U{g;}} U decompose,(F Uinit(g;))

retourner ©

La décomposition triangulaire calculée par 'algorithme decompose(F') permet de ré-
pondre immédiatement & la question de l’existence de solutions (dans K') au systeme F.
Notons que la décomposition n’est pas forcément réduite dans le sens ou on peut avoir

W(T;,) € W(T},) pour deux indices j; et jo de [1,m].

5.5 De nouvelles spécifications

Les algorithmes recip et squareFreePart des sections précédentes permettent d’obtenir des
sorties normalisées ou (et) séparables.
Pour obtenir des sorties séparables 1’algorithme de décomposition devient

e decompose, (F) ==

F:=F\{0}
si ' = () alors retourner {{}
si FFNk # () alors retourner ()
0:=0
Fl:=FNP,,
A := decompose,,_;(F")

['i=ged, (F\ F',U)

pour (Uj,g;) € T répéter

si gj =0 alors ©:= O U {U;} et itérer
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si mvar(g;) < x, alors ©:= © U decompose,(F' U {g;}) et itérer
pour (¢',U’) € squareFreePart,(g;, U;) faire
0:=0uU{U' U{d}}
O := O U decompose, (F U init(g;))
retourner ©

Pour obtenir des sorties normalisées il suffit dans ’algorithme ci-dessus de remplacer la
partie

pour (¢',U’) € squareFreePart,(g;, U;) faire
O:=0uU{U'U{J}}

simplement par
(¢j>n;) == recip(g;, Uj)
0:=0U {U] U {n]}}

Les deux possibilités peuvent étre combinées pour fournir en sortie des ensembles trian-
gulaires normalisés séparables.
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Chapitre 6

Théorie de Galois et ensembles
triangulaires

Résumé

Ce chapitre peut étre lu de facon indépendante. Son objet principal n’est pas la résolu-
tion de systemes polynomiaux. Nous nous y intéressons a la théorie de Galois et étudions des
idéaux, que nous appelons idéaux de Galois, qui apparaissent dans le cadre de cette théo-
rie. C’est un travail réalisé en collaboration avec A. Valibouze et présenté a la conférence
internationale MEGA’98 [AV98]. La notion d’idéal de Galois est introduite dans [Val97].
Elle généralise les notions d’idéal des relations et d’idéal des relations symétriques. Pour un
polynome f de k[X] séparable, il est bien connu que I'idéal des relations associé a f est en-
gendré par un ensemble triangulaire de polynémes normalisé séparable puisque c’est un idéal
maximal. Il en est de méme pour 'idéal des relations symétriques engendré par ’ensemble
triangulaire composé des modules de Cauchy de f. Nous donnons ici une généralisation de
cette propriété aux idéaux de Galois.

Cette propriété géométrique que nous dégageons semble importante pour le développe-
ment de méthodes symboliques en théorie de Galois. Elle peut effectivement étre exploitée
pour optimiser des algorithmes existants. Nous montrons dans ce chapitre que ce résultat
permet de dégager aussi de nouveaux algorithmes.

Un algorithme pour calculer algébriquement les résolvantes relatives est ainsi présenté
dans la section 6.7. Il fonctionne pour tout type d’invariant et peut étre utilisé dans diverses
méthodes de calcul du groupe de Galois d’un polynome. C’est par exemple un outil de base
de la méthode décrite dans [Val97]. Il permet encore de calculer des résolvantes relatives de
préférence a des résolvantes absolues dans la méthode des matrices de partition (voir [AV96]).
En effet, les résolvantes relatives sont des facteurs sur le corps de base des résolvantes absolues
dont le calcul devient inabordable lorsque le degré de f grandit.

Conjointement nous donnons une maniere de calculer un ensemble triangulaire qui en-
gendre un idéal de Galois donné. Il est ainsi possible de trouver 'idéal des relations entre les
racines de f et de travailler ensuite dans le corps de décomposition de f.
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6.1 Introduction

Let k be a perfect field and k an algebraic closure of k. Let f be a univariate polynomial
of k[X] supposed separable with degree n, and Q be an ordered set of the n roots of f in
k™. In [Val97] is introduced the notion of ideal of Q-relations invariant by a subset L of the
symmetric group of degree n. It generalizes the notion of ideal of relations and the notion of
ideal of symmetric relations. We call them Galois ideals.

This paper presents two important results. First, we prove in Theorem 6.5.4 that a
Galois ideal associated with a group L which contains the Galois group of f is generated
by a separable triangular set of polynomials which forms a reduced Grobner basis of this
ideal for lexicographical order. We think that the knowledge of such a property may simplify
some problems, and thus it may be a basic tool to construct more efficient algorithms in
Galois theory. This remark may be taken into account when one is concerned with optimal
implementation issues. Moreover, it may lead to new algorithms in Galois theory. The second
major result of this paper illustrates this assertion since we give here an algebraic method
for computing relative resolvents (see Section 6.7). We also specify (see Remark 6.7.11) that
when the Galois group of the polynomial f is known, our algorithms may be employed for
computing the ideal of relations among the roots of f and consequently for computing in the
decomposition field of f.

The resolvent is the fundamental tool, introduced by J.L. Lagrange [Lag70], in the
constructive Galois theory. Later, R.P. Stauduhar [Sta73] has extended the definition of
J.L. Lagrange. Let us recall that the resolvents relative to the symmetric group &, called
absolute resolvents, can be computed with many algorithms (see [Lag70], [MS85], [Soi81]
and [Val89]). However, for computing resolvents relative to some proper subgroup L of &,,
there exists only a numerical method (see [Eic96] or [Sta73]) and a linear method which
requires hard generic computation (see [Arn76] and [Col95]); the reader can see also [Yok96]
for computing linear factors of resolvents. The numerical method is generally efficient but
is not adapted for the problems which require high precision; and it may be used only in a
particular algorithm for computing Galois groups. On the contrary our algebraic method is
general. Furthermore, it works with any kind of invariant.

The interest of the computation of relative resolvents follows from complexity considera-
tions. Indeed, the degree of the resolvents increases with the order of the group L; since these
resolvents have to be factorized for extracting informations on the Galois group of f, absolute
resolvents may be harder to handle than relative resolvents. For example, by the method of
partition matrices (see [AV96]) it is possible to compute the Galois group of a polynomial
with resolvents relative to a group which contains this Galois group. The symmetric group
always satisfies this requirement but, as explained above, it is preferable to use resolvents
relative to smaller groups. Moreover, these relative resolvents may avoid some degenerated
cases with non-separable absolute resolvents.

Our algorithm requires only the triangular Grobner basis of the Galois ideal associated
with the group L. Due to the particular structure of some considered Galois ideals I, our
method is in fact easily obtained from a natural algorithm for computing characteristic poly-
nomial of the multiplication by a polynomial inside the finite quotient algebra k[zy, ..., z,]/1
(see Section 6.6).
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The complexity of our method depends essentially on the complexity of lexicographical
Grobner bases. The average arithmetic cost for the computation of Grobner bases in the
zero dimensional case is d°(, where n is the number of variables and d is the maximum
degree of input polynomials (see [Laz91b]). Practically, some efficient implementations are
available for the computations of Grobner bases (see [Fau97]). Note that this part of the
computation in our method decreases when the polynomial f is reducible over k. In this case
the computation splits into several computations of Grobner bases with less variables. This
point will be developed in a future paper.

The chapter is structured as follows. Section 6.2 introduces our terminology and notations.
The third section contains some lemmas of commutative algebra; further proofs will refer to
them. In Section 6.4, we introduce the concept of equiprojectable variety and we show that
it gives a geometrical characterization of the ideals of k[xy, ..., x,] generated by a separable
triangular set. In Section 6.5, this characterization is exploited to prove the main property for
Galois ideals that we mentioned above. Section 6.6 presents the algorithm for computing the
characteristic polynomial of the multiplication by a polynomial inside k[z1,...,z,]/I in the
particular case where the ideal I admits a separable triangular set of generators. The former
results are exploited in Section 6.7 to give a method for computing relative resolvents in
Galois theory. An explicit way of computing a triangular set of polynomials which generates
a Galois ideal is simultaneously presented. Finally an explicit example illustrates our method.

6.2 Definitions, notations

Throughout the chapter, k is a perfect field and k is an algebraic closure of k. Let f be

a univariate polynomial of k[X] supposed separable, with degree n. Let Q@ = (ay,...,a,) be
a tuple of the n roots of the polynomial f in £ with some fixed order. Let 1 < ... < x, be
n ordered variables which are algebraically independent over k. For P € k[zq,...,z,], the

evaluation of P in  is denoted by P(f). We denote by &, the symmetric group of degree
n. For o € &, the action of ¢ on Q, denoted by 0.0 is defined by 0.0 = (as(1), ..., Qo))

The following definition has been introduced in [Val97] and generalizes the well-known
notions of ideal of relations and ideal of symmetric relations.

Definition 6.2.1 Let L be a subset of the symmetric group &,. The Galois (L,Q)-ideal is
the ideal 1} of k[xy, ..., x,] formed by the Q-relations invariant by L:

1y ={R€klxy,...,2,]| Vo € L) (0.R)(Q) =0},

where (0. R)(x1,...,2,) = R(Zs(1) -+, Ton))-
Since the tuple ) is fived throughout the chapter, the ideal 15 will also be called the Galois
ideal associated with L.

Definition 6.2.2 The ideal I5" is called the ideal of symmetric relations of f. The ideal

[g{zld} is called the ideal of relations of f and is simply denoted by Iq.

Let us recall the definition of the Galois group.
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Definition 6.2.3 The Galois group of  over k, denoted by G, is the subgroup of &, defined
by
G = {O'E &, | (\V/PE [Q) O'P(Q) :0} .

Usually G is also called the Galois group of f over k.

Remark 6.2.4 From the definition of the Galois group, it follows directly that [gﬂ = Iq.

For 7 € [1,n] and E C k[zy,...,x;] we denote by Zi(E) the set of zeros of F in k', and
by V(FE) the k-variety Zzn(F).

For a k-variety V in k™ we denote J (V') the radical ideal of k[zy,...,z,] composed by
the polynomials of k[xy,...,x,] which cancel on V.

Notation 6.2.5 Let i and j be two integers such that 1 < ¢ < j < n. Let V be a subset of

ki. We denote by m;,; the natural projection map from k7 to ki, which sends (ay,...,a;) to
(a1,...,a;). Moreover, we set V; = m;;(V).

In this chapter we only need to deal with zero-dimensional ideals; For simplicity we will

say triangular set for a normalized triangular set of k[zy,...,z,]. Thus, in this chapter, a
triangular set of k[zy,...,2,] is a triangular set such that each initial lies in the field k. For a
triangular set T'in klzq,...,z,], we will always use the notation T'= {fi,..., f.}, where f;

is the unique polynomial of T' with z; as greatest variable. It is clear that the ideal generated
by a triangular set is zero-dimensional. The notion of separable triangular set that we use in
this chapter is defined as follows:

Definition 6.2.6 We say that a triangular set T = {f1,..., f.} of klz1,...,2,] is a sepa-
rable triangular set if each polynomial f; satisfies the following condition:

V3 = (P1,...,0i—1) € Vi_1, the univariate polynomial fi(51,. .., Bi—1, ;) is separable, i.e.
it has no multiple root in kz,].

We say that an ideal of k[, . .., x,] is a triangular ideal if it admits a separable triangular
set of generators.

Remark 6.2.7 If T'is a triangular set, it is a triangular reduced Grobner basis of the ideal
(T'). for lexicographical ordering (see proposition 4 p.103 in [CLO92])

Remark 6.2.8 Generally a zero-dimensional k-variety V' cannot be expressed as zeros of a
single separable triangular set, as shown in [Laz92] with the following simple example:

V = V(l’l,l'z) U V($1,$2—|—1) U V($1—|—1,$2) .

However, it can always be decomposed into a finite family of varieties defined by separable

triangular sets (see [AM99] and [Laz92]).
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6.3 Commutative algebra preliminaries

In this section we give some basic properties that we will use in the proofs of the next
section. For a subset E of a ring S, we write (5), or ES for the ideal generated in S by E.

Lemma 6.3.1 Let ¢ : R — S be a surjective homomorphism of commutative rings. Let I be
an ideal in R such that Ker(¢) C I. We denote by J the ideal ¢(1). Then I is the contraction
of J to R under ¢, that is:

NN ={reR|o(ryedt=1.

Proof. Note that J is an ideal of S since the homomorphism ¢ is surjective. Let r €
¢~Y(J). Then there exists an element p in I such that ¢(r) = ¢(p). It follows easily from the
hypothesis that r € I. Therefore ¢=(.J) C I. The inverse inclusion is obvious. a

Corollary 6.3.2 With the hypothesis of Lemma 6.3.1, I is a radical ideal of R iff &(I) is a
radical ideal of S.

Proof. Weset J = &(I). By Lemma 6.3.1 we have [ = ¢~'(J). It is known that ¢~1(v/J) =
¢~1(J) (see [SZ67], p. 218). Hence if .J is radical then [ is clearly radical. Conversely, assume

that [ is radical. Since qb_l(\/j) = /I = I, an application of the homomorphism ¢ gives
VI =o(l) = J. O

Proposition 6.3.3 Let M be a mazximal ideal of a commutative ring R and [ a proper ideal
of R[z] such that M C I. If [ # MR|x| then there exists a monic polynomial g € R[x]\ R
such that I = (M U{g})p,-

Proof. The natural homomorphism from R to R/M induces a surjective homomorphism
¢ : Rlz] — (R/M)[z] defined by ¢(3 ¢ z¥) = &M -

By assumption the ideal J = ¢([) is not the zero ideal of the principal ideal domain
(R/M)[x]. Therefore .J is generated by a monic univariate polynomial of (R/M)[xz]. Thus,
there exists ¢ € R[x] — which can be chosen with a monic leading coefficient in x — such
that J is generated by &(g). It is clear that ¢~*(J) = (M U {g}}RM. Hence it follows from
Lemma 6.3.1 that I = (M U{g})g,;- 0

Proposition 6.3.4 Let k be a perfect field. Let M be a mazimal ideal of k[xy,... x,_1] and
g € klxy, ..., x,] such that degree(g, x,,) > 0 and g is monic w.r.t. the variable x,,. Then the
following are equivalent:

(1) the ideal (M U{g}) is radical;

(11) VB = (B1y. -y Bue1) EVIM) L g(Bry.. ., Buet, Tn) is a separable polynomial.
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Proof. Let § € V(M). From the isomorphism between the field K = k(f4,..., 5,-1) and

klz1,...,2,-1]/ M we deduce the following surjective homomorphism:

¢ klry, ... v, — Kla,]

p= ch(:pl, ey Tpet) :1;7]2 — ch(ﬁl, ooy Bnt) :1;7]2

The ideal ¢({(M U {g})) is generated in K[x,] by the image of g. Since the field k is perfect
the algebraic extension K is also perfect. Thus (g(51, ..., Bn-1, :I;n)>K[$n] is radical if and only
if the univariate polynomial ¢(f1, ..., Bu-1,®,) is separable. Then the assertion follows from

Corollary 6.3.2. O

The following variant of Chinese remainder Theorem appears implicitly in [Laz92]. Its
proof is easily deduced from the proof of the standard version of the Chinese remainder
Theorem.

Lemma 6.3.5 Let [,...,1, be pairwise comazimal ideals in a commutative ring R and
I =07 1;. Let py, ..., pm be monic polynomials of the same positive degree d in R[X]. Then
there exists a monic polynomial p € R[X] of degree d such that

(Vvjell,m]) p=p; (mod [;R[X]). (6.1)

Moreover, we have

(TUAPDapg = N VAP ppyg - (6.2)
Finally let us recall some properties on zero-dimensional varieties and triangular sets.

Proposition 6.3.6 Let V be a zero-dimensional k-variety in k» and I = J(V). Then the
following hold:

(i) The ideal I contains a non-constant univariate polynomial in each of the variables in
{z1,...,2,}, and the elimination ideal I N k[zq,...,2,_1] is a zero-dimensional ideal

of k[z1, ..., xn_1];

(i) For each i in [1,n], the projection V; is a zero-dimensional k-variety in k* and V; =

Ze( I klars. o))
(tii) The ideal of V; in klx1,... 2] equals T N klxq, ... 2];

() If G is a Grobner basis of I then the ideal I N klxy,...,x;] is generated by G N

klzy, ... 2.

Proof. See Lemma 6.50 in [BW93] for the first point. We obtain assertion 2 by induction
from the first point and Corollary 4 in p.124 of [CLO92]. The third assertion obviously follows
from the relation V; = Zz: (I N k[x1, ..., 2;]) and the fact that [ is radical. The last property
is classic in Grobner bases theory. O
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Remark 6.3.7 For an integer 7 in [1,n] and a triangular set 7' = {fi1,..., f.} it follows
clearly from the above proposition that 7, (V(T)) = Zg(fi(x1), ..., filw1, ..o, 2;)).

Proposition 6.3.8 Let n > 0 and T be a separable triangular set of k[xq,...,x,]). Then (T
is radical.

Proof. It is obvious for n = 1. By induction, we assume that the ideal generated by
{fi,--s fuz1} In klzq,...,2,-1] is the intersection of maximal ideals. The result is then
obtained for n by applying Lemma 6.3.5 (with f, for each p;) and Proposition 6.3.4. O

6.4 A characterization of zero-dimensional triangular
ideals

This section introduces the concept of equiprojectable variety. This concept characterizes
the zero-dimensional k-varieties which can be expressed as V(T) where T is a separable
triangular set. It follows that the ideal of the equiprojectable k-variety is the ideal generated
by T. Our geometrical characterization of triangular ideals provides a tool to prove the
triangular structure of Galois ideals in Section 6.5.

Definition 6.4.1 Let 1 < i < j < n and V be a finite subsel of ki. The set V is said
equiprojectable on Vi, its projection on k', if there exists an integer ¢ such that for each

point M in V;, we have
C&rd(ﬁ;il(M)) =c.

The positive integer ¢ will be denoted by ¢;(V').

Definition 6.4.2 With the notations of Definition 6.4.1, we say that V is equiprojectable
if V' is equiprojectable on V; for each 1 € [1,7].

An equiprojectable subset of k" may be characterized by induction. This equivalence will
be useful for further proofs.

Proposition 6.4.3 Let V be a finite subset of k". Then V is equiprojectable iff Vi, is
equiprojectable on V; for each v € [1,n —1].

Proof. Let 1 <i¢ < j <nand M be a point of V;. Clearly we have the following disjoint
union:

7T_1(M) = UM’EW;il(M)/]T_l(M/) y (63)

(%) n,J

Let us assume that V' is equiprojectable on V; for each 7 € [1,n]. Let ¢ € [1,n — 1]. For
some point M in V;, it follows from relation (6.3) above, that

(V) = card (i (M) cis(V) . (6.4)
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Therefore card(m;}; ;(M)) does not depend on the choice of the point M of V;.
Conversely, assume that V4 is equiprojectable on V; for each ¢ € [I,n—1]. If i € [1,n—1]
and M is a point of V;, then an easy induction shows that

card(m (M) = [ ¢(Vis) - (6.5)

1<j<n

It follows that V' is equiprojectable on V. O

Before giving the main theorem of this section, we study in the following proposition the
case where V' is a k-variety such that V,,_; is irreducible. We will refer to this particular case
in Theorem 6.4.5 by splitting V,,_; into irreducible components and recombining results with
Chinese remainders.

Proposition 6.4.4 Let n > 1 and V be a zero-dimensional k-variety in k™ such that V,,_;
is irreducible over k. Let us denote by [ = J (V') the ideal of V, and M the ideal of V,_4
in klzy,...,x,-1]. Then V' is equiprojectable on V,_1 and there exists a polynomial g in
klz1,...,2,] of degree d in x, such that

(i) cnr(V) =d;
(ii) I=(MU{g});
(i3) the polynomial g is monic in T,
(iv) g(Br,- .., Buct,n) is a separable polynomial for each (By,. .., Buor) in Vo_i.

Proof. By Proposition 6.3.3 there exists ¢g in k[xy,...,x,] for which properties (i7) and
(7i7) hold. Since the ideal [ is radical, property (iv) follows from Proposition 6.3.4.

Now we prove relation (¢) and consequently that V' is equiprojectable on V,,_;. Let M =
(B1,- -+, Ba1) be a point of V,_; and P = (B, ...,B._1,3,) with 3, € k. We have:

Pem,, (M) < (Vfe{MU{g})) f(Br,...,08,)=0
— g(P1,.-..,0.) =0

Thus P € 7Tnn (M) iff ﬁn is a root of g(f1,...,Bu—1,2,). Since this latter polynomial is
separable we have card(m,},_,(M)) = degree(g, x,) = d. Relation (i) clearly follows. O

Theorem 6.4.5 Let V be a zero-dimensional k-variety in k™. Then the following statements
are equivalent:

(1) there exists a separable triangular set T = {f1,..., fu} such that J(V) = (T);
(2) V is equiprojectable.

Furthermore we have ¢;(Viy1) = degree(fiy1, 1) and ¢;(V) = [1j—; 4 degree(f;, ;).
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Proof. First, we assume (1). Let T'={f1,..., f.} and d; = degree(f;, x;). Let 1 € [1,n—1]
and M = (f1,...,0;) a point of V;. By hypothesis the polynomial fi11(51,..., 0, xi41) has
exactly d;yq1 distinet roots. Since Viyy = Zgini(f1,..., fiy1) by Remark 6.3.7, it is clear
that the cardinal of 7TZ»__|_117Z»(M) equals d;11. Therefore V;y; is equiprojectable on V; and V is
equiprojectable (Proposition 6.4.3).

Remark that we also have shown that degree( fi11, i11) = ¢i(Viy1). Moreover the equality
concerning ¢;(V') in the theorem is obtained by relation (6.5) above. Hence the last part of
the theorem is proved.

Reciprocally, let V be an equiprojectable k-variety. We show by induction on n that J (V)
is a triangular ideal.

For n = 1, the result follows from the fact that k£ is perfect. Let n > 1 and let V,,_; =
Wi U...UW, be the decomposition of the k-variety V,,_; into irreducible components. If we

denote 7,y (W;) = Unrew,m, 1 (M), then we have
V=m _(WHU...Um (W) . (6.6)

Let us denote by M, the ideal of W; in k[xy,...,2,-1]; The ideal M; is maximal. If [" is
the ideal of V,,_y in k[zy,...,2,_1], then

I'=M/Nn...0M, .

(W;) is a k-variety (since it is the inverse image by an homomorphism of a closed

-1
Fach 7, ,_,

set of k™ in the Zariski topology) which satisfies the hypothesis of Proposition 6.4.4. Hence
there exist r polynomials g1, ..., g, of k[z1,...,2,] such that for each 5 € [1,7]

(1) degree(g;,x,) = card(m,,_;(M)) where M is a point of W;;
(i1) T(mona(W)) = (M; U {g;}):

(1i7) g; is monic as univariate in ,;

(1v) g;j(B1, ..., Bne1,2,) is a separable polynomial for each (fy,..., B,-1) in W;.

Besides, the k-variety V,_; in k»~! is clearly equiprojectable. According to the induction
hypothesis, its ideal [’ is therefore generated by a separable triangular set 7'. Now, the
equiprojectability of V on V,,_; will allow us to combine results (z) to (iv) in order to exhibit
a convenient polynomial g with greatest variable x, to extend T’ into a triangular set of
Elx1,...,x,). Weset d = ¢,—1(V). By assertion (i), each g; has degree d relatively to x,,. By

Lemma 6.3.5, there exists a polynomial ¢ € k[xy,...,x,], monic w.r.t. the variable , with
degree(qg, x,) = d, such that

(Vvjell.r) g=g; (mod(M;)), (6.7)
and

(I"U{g}) = Ny (M; U{g;}) -
It follows from identity (i7) and relation (6.6) that
JV)=(T"U{g}) .

Finally it suffices to check that the triangular set T'= T"U{g} is separable. This is easily
done with relation (6.7) and assertion (iv). O
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6.5 Galois ideals: a fundamental property

This section states a main result. It is shown that if a group of permutations L contains
the Galois group of Q (see Definition 6.2.3) then the Galois ideal IS (see Definition 6.2.1)
is triangular. This remark may simplify some problems in Galois theory and provides an
essential information for some implementation issues. The triangular structure of Galois
ideals will be exploited in section 6.7 to give a new algebraic algorithm for computing relative
resolvents.

Notation 6.5.1 Let L be a subgroup of &,,. For each i € [1,n] we denote by Ly the stabilizer
of {1,...,1} under the natural action of L:

Lioy={re L|Vkell,i], 7(k)=Fk}.
We set Ly = L. Thus we obtain this chain of subgroups of L:

Now let us study the left classes of L modulo L), that is, the classes of the equivalence
relation ~;, defined by 7~;7" if and only if 777’ € L(;. We can characterize these classes as
follows:

Lemma 6.5.2 Let L be a subgroup of &, and (1,7') € L*. Then
T T = Ve[, (k) =1'(k)
and each equivalence class in L/~; has cardinality card(L;)).

Proof. We easily have the following equivalences:

/

T T = e Ly
— (Yke[l,d]) 7' (k)=k
— (Vke[l,1]) )

The second part of this lemma is a basic result on the left classes of a group L modulo a
subgroup of L. O

Lemma 6.5.2 applies to a particular family of subsets of k" defined from subgroups of &,
as follows:

Proposition 6.5.3 Let f be a separable polynomial of k[ X] and Q@ = (oq,..., o) be the
n roots of [ in k™ with some fixed order. If L is a subgroup of &, then the subset V of k"
defined by

V={cQ|oel}

is equiprojectable.
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Proof. Let i€ [1,n] and M € V;. It is sufficient to show that the cardinality of (M) is
independent from the choice of the point M.

It follows from the definition of V' that there exists a permutation 7 in L such that
M = (a;q),...,a;3)). Then the inverse image of M by m,; may be defined by

T M)={0.Q| o€ L and (Vk€[l,1]) o(k)=7(k)}

(%)

Since the points of V' are all distinct we have
card(m, ;((M)) = card({o € L | o ~; 7}) = card(L;) . (6.8)
Thus the assertion is proved. a

In general, the set V' defined in Proposition 6.5.3 is not a variety over k. However it is a
k-variety when L contains the Galois group of f. In this case, Galois ideals have the following
basic property:

Theorem 6.5.4 Let 0 be an ordered set of roots of a univariate polynomial [ supposed
separable and Gg be the Galois group of f. Let L be a subgroup of &, which contains Ggq.
Then there exists a separable triangular set T = {f1,..., f.} such that

Ig=(T) .
Moreover, the degree of each f; in x; is given by
degree( fi, x;) = card(L(i—1y)/card(L) .

Proof. If L contains the Galois group of 2, it is known that V(If) = {0.Q | 0 € L} (see
[Val97]). Besides it is easy to verify that [} is radical; thus I§ = J(V(I§)). Then the result
follows immediately from Proposition 6.5.3 and Theorem 6.4.5. The degree of f; with respect
to x; is easily obtained from relations (6.8) and (6.4). O

The above result specifies the structure of Galois ideals. Therefore it may be exploited
to develop and optimize algorithms in Galois theory. The knowledge of the degrees of the
polynomials in 1" may also be useful to improve the efficiency of some techniques.

Remark 6.5.5 The above result is well known when L is the group &,. Let us recall that
IS™ is generated by the separable triangular set {fy,..., f,,} of Cauchy moduli of f, defined
by induction as follows:

f1(51?1) =

f(xy)
ane iz = L

i—l(xlv cee s L2, xz) - fi—l(xlv cee s L2, xi—l)

Ti— Xi-1
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6.6 An algorithm for computing some characteristic
polynomials

In this section [ is a radical zero dimensional ideal of k[zy,...,x,] and O is a polynomial
of k[zq,...,x,]. The finite quotient algebra k[xy,...,x,]/I is denoted by A; and the class
of ©® in A is denoted by ©. When [ is a triangular ideal a natural algorithm works for
computing the characteristic polynomial of the multiplication by © in A;. This algorithm
is presented in this section and will be exploited with Galois ideals for computing relative
resolvents (see Section 6.7).

Let us denote by O the following endomorphism of the quotient ring Aj:

A

®2A[—>A[
P — ©O.P

and by Ce,; the characteristic polynomial of ©. The coefficients of Co 1 lie in the field £ like

those of the matrix of the endomorphism ©. Since [ is a radical ideal, the classical theorem
of Stickelberger says that:

Cos(X)= ][ (X—-0(3)). (6.9)

BeV(I)

Let K be an extension of the field k such that K Nk[zy,...,z,] = k. For two polynomials
p and ¢ in K[xy,...,2,] and for i € [1,n], we denote by Res,,(p,q) the resultant of the
polynomials p and ¢ relatively to the variable z;.

The following lemma presents an algorithm which eliminates the variables x4, ..., z, from
a polynomial ¥ in K[zy,...,z,] and a separable triangular set of k[xy,..., x,]. It will be
exploited in Theorem 6.6.2 for computing the characteristic polynomial C'¢ ; when [ is a
triangular ideal.

Lemma 6.6.1 Let T' = {fi,..., f.} be a separable triangular set of k[xy,... x,]. Let U €
Klay,...,2,]. We define inductively the n+ 1 polynomials Vo, Wy, ... U, relatively to T as
follows:
U, : = VeK[zg,...,o,]
U,_y = Resy,(filwr, ... 2:), Uilay, ... 2) € Kay, ..., x24]

Then the element Wy of K is given by:

Vo= [ w(B).
)

BeV(T

Proof. At the beginning, Wy =Res,, (fi(21), ¥1(z1)) = [1s,ev, ¥1(51). Let us denote by V
the variety V(7). By induction, we prove that for each j € [1,n]

\IIOZ H \I}](ﬁhaﬁ]) .

{8185 1€V
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Supposing that our assertion is valid for j =1 — 1, we have

Yy = II Uiy (B, Bic1) (6.10)

{1, Bi—1}EVim1
By definition of W,_;, the identity (6.10) becomes

Yo = 11 Resy, (fi(B1s -, Bicts @), Wil Br, s Bimrs 10))
{1, Bi—1}EVim1
Then the result follows from Remark 6.3.7 and the fact that, by assumption, the univariate
polynomial f;(f1,..., i1, ;) is monic and separable in k[x;]. O

Theorem 6.6.2 Let I be a triangular ideal of k[xy, ..., x,] generated by a separable triangu-
lar set T'. Let © be a polynomial in k[xq, ..., x,). Then the characteristic polynomial Co ;(X)
of k[ X] is computable by the algorithm CharPol(T,©) below.

CharPol(T,0) ==
UV:=X-0
for ¢ from n to 1 repeat
f:= the only polynomial in T" with greatest variable x;
U := Res,,(f,¥)
output(WV)

Proof. It suffices to apply Lemma 6.6.1 with the set 7" and the polynomial ¥ = (X — O)
of k[ X][x1,...,x,]. By Proposition 6.3.8 the ideal I is radical. Hence relation (6.9) applies
and we obtain

Cor(X) = JI (X-0(8)=",.

BeV(T)

6.7 Algebraic computation of relative resolvents

Let L be a subgroup of &, which contains the Galois group of  (see 6.2.3). In this section
we define the L-relative resolvent by a polynomial ©, and specify the obvious connection
with the characteristic polynomial Cg gL We deduce an algorithm for computing relative
resolvents from the algorithm of Section 6.6.

The idea appears in [RV99] for the algebraic computation of absolute resolvents. Indeed
it is based on the triangular structure of the Cauchy moduli. We show here that a similar
method is convenient for computing relative resolvents, and that the efficient improvements
presented in [Leh97] and [RV99] for absolute resolvents are also available for our algorithm.
The crucial point is that the ideal I} is triangular.

Our algorithm depends on the computation of triangular sets of generators of Galois
ideals. But we show that reciprocally, it is possible to obtain these triangular sets by using
our algorithm (see Theorem 6.7.10 and Remark 6.7.11). Thus, we present also in this section
an algorithm for computing the generators of Galois ideals which is based on a recent result

presented in [Val97] (see Lemma 6.7.7).
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6.7.1 Resolvent and characteristic polynomial

From now on we denote by G the Galois group of the polynomial f.

Definition 6.7.1 Let L be a subgroup of &, which contains Gg. Let © € k[xq,...,x,]. The
L-relative resolvent of 2 by ©, denoted by E@J(Ii, is the following polynomial of k[X]:

'CG),I(LZ(X) - H (X —o(92)) ,

®eL.0

where L.© is the natural orbit of the polynomial © under the action of the group L. When
L = &, the resolvent L‘@Jgn is called the absolute resolvent of f by O.

Remark 6.7.2 In the literature the polynomial E@J(Ii is usually called an L-relative re-
solvent of f by O. The fact that the coefficients of E@J(Ii lie in k follows easily from Galois
theory.

Definition 6.7.3 Let H be a subgroup of L and © € k[xq,...,z,]. The polynomial © is an
L-primitive H-invariant if

H={ocel | 0.0=0}.
It is called an L-primitive H-invariant separable if H = {0 € L | 0.0(Q) = O(Q)} .

The following results are well-known.

Lemma 6.7.4 Let L and H be two subgroups of &, such that Gg < L and H < L. Let ©
be an L-primitive H-invariant and d = card(H). Then the degree of Lot (X)) is the index
of H in L and

C@,I(LZ = (/:@,Ig)d . (6.11)

Since k is a perfect field, the above lemma gives another proof that the coefficients of the
L-relative resolvent of ) by © belongs to k& and when this resolvent is separable, it is exactly
the minimal polynomial of the endomorphism 0.

6.7.2 Some algorithms

Since the characteristic polynomial is a power of the resolvent it is possible to obtain a
resolvent from a characteristic polynomial by a n-th root computation. Let p be a monic
polynomial in k[X] and ¢ = p? where d is an integer. Let us call nthRoot(q, d) a function
which returns the polynomial p; it is based on the work of P. Henrici [Hen56] and F. Leho-
bey [Leh97]. Based on the fact that the considered Galois ideals are triangular, an algorithm
for computing relative resolvents is easily obtained from the algorithm CharPol of Section 6.6.
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Theorem 6.7.5 Let L be a subgroup of &, such that Gq < L. Let Ty, = {f1,..., f.} be
a separable triangular set which generates the ideal I5. Let H be a subgroup of L and ©
be an L-primitive H-invariant. Then the algorithm Resolvent(L, Ty, H,©) presented below
computes the L-relative resolvent E@JSIZ, of Q by O.

Resolvent(L, T, H,0) ==
d:= card(H)
(' := CharPol(T7,, ©)
output(nthRoot(C, d))

Proof. It follows immediately from Theorem 6.6.2 and formula (6.11). O

Remark 6.7.6 The above algorithm gives the main idea for the computation of L-relative
resolvents. For an efficient implementation, the power d has to be eliminated during the
successive computations of resultants in the algorithm charPol. This can be realized by a
direct extension of the results in [Leh97].

The other drawback is the growth of the number of terms. The computation may be
performed modulo the ideal I5 as described in [RV99] for the particular case where [ = &,,.
Thus the growth of coefficients is controlled and some variables may be eliminated before the
computation of the corresponding resultant. But the following degenerated case may occur
with the computation modulo the ideal I5: the resolvent is not the result of the computation
but a power of the result (see [RV99]). However, since its degree is known, the resolvent is then
immediately obtained from the result of the computation as illustrated in Example 6.7.14 of
Section 7. A detailed review of these techniques could not take place here; their adaptation
consists mainly in replacing the Cauchy moduli by a triangular set which generates I} in
the proofs of the original papers.

In order to compute practically the resolvent we need the triangular set T7. Of course it
suffices to know any system of generators of the ideal I} to obtain T, by a Grébner basis
computation. The following lemma is of prime importance to obtain a system of generators
of I5. The reader can refer to [Val97] for the proof.

Lemma 6.7.7 Let M and L be two subgroups of &, such that Gog < M and Gl is a
group. Let © be an M-primitive L-invariant. We set § = O(R). Let Ming be the minimal
polynomial of § over k. If 0 is a simple root of the resolvent L‘@Jgf then

1L = I+ (Ming 1(©)) .

Remark 6.7.8 The fact that # must be a simple root of the resolvent in Lemma 6.7.7 is
not really restrictive. Indeed it is known that if £ is infinite then there exists an L-primitive
H-invariant © such that Le jz is separable (see [AV90]).

From now on, we assume that £ is infinite. We thus consider that we always may compute
separable invariants. Let us denote by Groebner(PS) a function which computes a reduced
lexicographical Grobner basis of the ideal generated by a finite subset PSS of k[zy,...,z,]. We
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show below that the algorithm Resolvent is a convenient tool to compute triangular Galois
ideals.

Theorem 6.7.9 Let M and L be two subgroups of &, such that Gq < L < M. Let
Ty be a separable triangular set of generators of the Galois ideal 1. Then algorithm
TriangSet(L, M, Ths) given below computes a separable triangular set of generators of I§.

TriangSet(L, M, Ty) ==
O := an M-primitive L-invariant separable for €}
L := Resolvent(M, T, L, ©)
factorize L
f := the root of a linear factor of £

output(Groebner(Ty; U {© — 6}))

Proof. Let § = O(1). The polynomial © is invariant by the Galois group of € since O is an
M-primitive L-invariant. Therefore we have 6 € k and Ming; = X — 0. Besides, 0 is a simple
root of the resolvent E@J(LZ. It follows that the value of 6 is provided by the factorization of

L. Finally the output is a reduced lexicographical Grobner basis of 14 by Lemma 6.7.7. It is
a triangular set by Theorem 6.5.4 and Remark 6.2.7. O

With the notations of Theorem 6.7.9, we always can choose &,, for M and the Cauchy mo-
duli of f for Ths. Hence the Galois ideal 1% is always computable by the algorithm TriangSet.
The following theorem is obviously deduced:

Theorem 6.7.10 Let L and be a subgroup of &, which contains Gq. Let H be a subgroup
of L and © be an L-primitive H-invariant. Then the relative resolvent E@JSIZ, is computed by

the algorithm RelativeResolvent(L, H, ©) below.

RelativeResolvent(L, H,0) ==
T := the Cauchy moduli of f
Tt := TriangSet(L, &, 1)
output(Resolvent(L, Ty, H, O))

Remark 6.7.11 If we want to avoid computing resolvents with high degrees, the com-
putation of E@J(Ii (and those of I5) can be performed by several steps with intermediate
computations of relative resolvents and Galois ideals. Actually, let

L=L <...<Ly=6,

be a chain of subgroups of &, with Gq < L. For each j € [0,¢] we denote by T; the
triangular set which generates ;. By repeating the algorithm TriangSet(L,1, L;,T}) for j
in [0,e — 1], we obtain 77, = T.; then the algorithm Resolvent(L, Ty, H,©) computes the
relative resolvent E@J(Ii. Note that if L = Gg then the last triangular set T, computed by
the algorithm TriangSet generates the ideal of relations Ig.

Remark 6.7.12 Our algorithm is adapted for the computation of relative resolvents which
are involved by the incremental method presented in [Val97] for computing the Galois group
and the ideal of relations of a polynomial f. It also may be easily inserted in a method for
computing Galois group by using partition and group matrices (see [Val95]).
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6.7.3 Explicit examples

Our method for computing relative resolvents is not yet fully implemented but the neces-
sary tools are available in the AXIOM computer algebra system. The two examples presented
below give the idea of the implementation which may be realized. In these examples we consi-
der the polynomial f = %42, irreducible over Q, whose Galois group is a transitive subgroup
of &g.

Example 6.7.13 Let L =PGL(2,5) be the transitive maximal subgroup of &g of degree
120 and H be the dihedral group Ds. We have H < L. The polynomial ©; = ;24 + x425 +
T5la+ T2x3+ ¥ate+ Texy is @ primitive Dg-invariant, and a fortiori a PGL(2, 5)-primitive Dg-
invariant. We compute below the PGL(2,5)-relative resolvent of f by 0y, which has degree
10 =[L: H].

First, we need the triangular set of generators Ty, of I5. In this step it will be also verified
that G 1s a subgroup of L. The only way to obtain T}, consists in applying the algorithm
TriangSet(L, M, Tys) with &6 as M and the Cauchy moduli of f as Ths. We have:

T66 = {l‘? + 27
l’g + :Jcl:Jc;1 + :1;%:1;:2)’ + :1;?:1;3 + :1;411:1;2 + :1;?,
:Jc;1 + :1;2:1;3 + :1;1:1;3 + :1;3:1;:2,) + :1;1:1;2:1;% + :1;%:1;:2,) + :zjg’xg + :1:1:1;3:1;3 + :1:%:1;2:1;3
—I—:z::l)’:zjg + :Jc;1 + :1;1:1;:2)’ + :1;%:1;3 + :1;:1)’:1;2 + :1;411,
T4+ x3x; + 02) + 1125 + T5x4 + ToT334 + 712374 + Toxg + T17274 + T4
+ah + x9xl 4 wy2h + 2525 + 112223 + Tiws + 25 + 1125 + xiws + 27,
:Iig + 2425 + X375 + T2T5 + 125 + :Iii + T3r4 + X024 + 124 + :1?;2), + zon3
‘123 + :1?3 + x120 + SL’%,

e+ w5+ T4+ T3+ T2+ 21} .

We denote by Oy, the primitive L-invariant given in [Gir87] (we do not give the explicit
expression of this very big invariant). The computation of the separable absolute resolvent
of f by Oy is realized by an implementation of the method given in [RV99] for which the
present work is a generalization. Its factorization over Q is the following:

Lo, 50 (X) = (X —42)(X —24)*(X +6)° .

It gives a simple linear factor (X — 42) which proves that G < PGL(2,5). As specified
in our algorithm, we deduce that I} is generated by the union of the ideal IS¢ and the ideal
< O —42 >. The computation of the reduced Grobner basis for the lexicographical ordering
of 1% provides Ty:

6
Tearezs = {z7+2,

5 4 3.2 2.3 4 5

Ty + xy1 + xyx] + 250 + o + 2,

4 3 3 2.2 2 2.2 3 2 2
Ty + 372 + 371 + 325 + 3x201 + X537 + X375 + X3T5X1 + T3X27]
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3 4 3 2 2 3 4
trsx] + x4 + 15 :1;1—|—:1; :1;1—|—:1;2:1;1—|—:1;1,

244 + Basxy + 6riwiw, + 8:1;?:1;2:1;% + xhxgxt + S8xixiey + 4viaia;

—|—8:1:2:1;2:1;1 + 12:1;3:1; :1; + 10:1;3:1; :1; + 4:1;3:1;2:1;1 + 4:1;3:1;2:1;1 + 4x3 + 5:1;2:1;:1)’
+14xy 4+ 1224,

245 — brsay — Tasese; — 16:1;3:1;2:1;% TrSwaxs — dase] — Sxaryr
—12:1;2 3 2 — 12:1;3):1;2:1;3 — 82 :1;2:1;1 12:1;3:1;2:1;1 16:1;3:1;2 — 12:}1;3:11;3:)1;‘11
—|—8:1;3—5:1; S Baba] — 2wy — 22y,

24x6 + :1; s ST1 -+ 8:1;3:1;3:1;% + 623 :1;2:1;1 + 5:1;3:1;4 + 8:1;2 —|— 4:1;2

—|—8:1:3:1;2:1;1 + 6x5as :1;1 + Qg :1;1 4:1;3:1;2:1;1 + 1225 + 5:1; —|— 12:1;2 + 1day } .

Now, it is possible to compute the L-relative resolvent of f by ©; with the algorithm
Resolvent(L, Ty, H,©1). As explained in Remark 6.7.6, its computation may also be perfor-

PGL(2,5)

med modulo the ideal I as follows:

~ Let Ro(X,z1,...,76) = X—0;. The reduction of Ry modulo the ideal I§ (given by suc-
cessive Euclidean divisions) eliminates the variables 6, x5 and x4. Let Wy (X, 21, 29, 3)
be the result of this reduction.

~ Wesset By(X, 21, 22) =Res,,(f3, Wo). The reduction of R; modulo the ideal I} does not
eliminate the variables x; and x5 of respective degrees 32 and 28 in Ry, but produces
a new polynomial W; of degree 4 in each variables z; and z,.

— The elimination of the variable x; is given by Ra(X,x1) =Res,,(f2, W1). The reduc-
tion of Ry modulo the ideal /& produces a univariate polynomial of degree 20 whose
factorization is the following:

X2(X3 _ 2)2()(3 _I_ 2)4

— Since the PGL(2,5)-relative resolvent of € by O has degree 10 = [L : H], we obtain

the following factorization over Q:

3 3 2
£®17I£GL(2,5) (X) = X(X — 2)(X + 2)
For this example the extraneous power appears only at the last step, for the computa-
tion of the polynomial R,. Hence we did not have to eliminate some extraneous power
and use the function nthRoot during the process.

Example 6.7.14 Let Oy = x42? + w322 + v525 + 19035 + 2627 + 2123, The polynomial O, is
a Dg-primitive Cg-invariant, where Cq is the cyclic group of order 6. We compute below the
Dg-relative resolvent of f by O,.

Remark that the factorization of ,C® i

linear factor over Q. This implies that Dg “contains actually the Galois group Gg.

PaL(25) , glven in Example 6.7.13, provides a simple
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The first step consists in computing the Galois ideal ]56. It can be efficiently performed
with the algorithm TriangSet(Ds, PGL(2,5), Tpar(2,5)) instead of using &g and the Cauchy
moduli of f.

We only have to compute a Grobner basis if we use the computation of the resolvent in
Example 6.7.13 and its factorization. The ideal fixed by D is given by:

Iy = 15" 40, - 0) |

where 0 is the value given by the simple linear factor over Q of the resolvent /3@1 JPGL(2,5) -
o

In the same way as for the ideal fixed by PGL(2,5), we compute from ©; and the
polynomials of Tpqr2,5) the following triangular Grobner basis of the Galois ideal ]56:

6 2 2
Tpy = {25+ 2,20+ 1,05+ 125+ 2], 24 + 03,05 + 23+ T1, 6 — T3 — T1} .

Then we perform the computation of Resolvent(Dg, Tp,,Cs, ©2) modulo the ideal ]56.
The reduction of ©, modulo the ideal 1J¢ produces the value 0. Therefore the result of our
computation is immediately the polynomial X. But the degree of a Dg-relative resolvent is
2, the index of Cg in Dg. We are in the degenerated case mentioned in Remark 6.7.6, where
the resolvent is a power of the result of the computation. We thus deduce that the resolvent
is

/3927[56()() = X7
Remark 6.7.15 We used the very powerful Grobner engine FGb (see [Fau97]) developed
by J.C. Faugere to obtain our Grobner basis quickly.
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Chapitre 7

Une comparaison de plusieurs
méthodes

Résumé

Ce chapitre consiste en une comparaison expérimentale de plusieurs méthodes de décom-
position triangulaire. C’est un travail réalisé en collaboration avec M. Moreno Maza dans
lequel nous avons cherché a comparer 'efficacité et les sorties de quatres méthodes de dé-
composition triangulaires, celles de [Wu87], [Laz91a], [Kal95] et [Wan93b]. Sachant qu’il est
difficile de comparer expérimentalement des algorithmes puisque la maniere de les implanter
est primordiale, nous avons cherché a limiter le plus possible les différences qui proviennent
de 'implantation.

Nous présentons le cadre de ce travail dans la section 1. Nous donnons ensuite dans la sec-
tion 2 un apercu des trois méthodes qui ne sont pas détaillées dans cet ouvrage, en particulier
leurs spécifications. A cette occasion nous présentons une version récursive de ['algorithme de
[Wan93b] que nous avons implanté et qui nous semble intéressante pour la compréhension de
cette méthode. Nous développons dans la section 3 les exigences qui ont guidé notre travail et
présentons notre implantation commune dans le systeme de calcul formel AX1IOM. La section
4 contient des données expérimentales obtenues sur un ensemble d’exemples tests dont beau-
coup sont classiques et proviennent de la base du projet Européen PoSSo [Com92]. Ils sont
disponibles par ftp dans ftp://www-calfor.lip6.fr/pub/papers/TriangularSets. Nous
étudions plus en détail certains de ces exemples. Dans la section 5 nous considérons des
résultats expérimentaux publiés antérieurement, qui peuvent étre en relation avec d’autres
approches de la décomposition triangulaire de systemes algébriques. Nous présentons finale-
ment quelques conclusions que nous avons pu tirer de notre travail dans la derniere partie.
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7.1 Introduction

We are concerned here with the following problem: given a finite family F' of multivariate
polynomials over a field k with ordered variables 1 < 29 < - -+ < z,,, we want to describe the
affine variety V(F') Such a description is usually provided by a finite family {7y,...,7,} of
polynomial sets with particular properties, a relation between the T; and F', and an algorithm
to compute the T; from F. A well-developed method since [Buc65] is the following: given an
ordering on the monomials, choose for Ty the Grobner basis of the ideal generated by I and
compute it by the Buchberger’s algorithm.

Following the work of Ritt [Rit32] [Rit66], Wu Wen-Tstin [Wu86] introduced another way
of solving algebraic systems which is the one we are concerned with. In that case each T; is
a polynomial set such that two distinct polynomials in 7; have distinct greatest variables.
Such a T; is called a triangular set. A point ( € V(T;) is called regular if for every p € T;
the point ¢ does not cancel the initial of p (that is the leading coefficient of p regarded as
a univariate polynomial in its greatest variable). Then, in Wu’s method, the variety V(F)
is the union of the regular zeros of the T; and this decomposition can be computed by
Wu’s CHRST-REM algorithm [Wu87]. This method has been investigated in many papers.
Among them: [Cho88, CG90, CG92, GM90, Wan92a, Wan92b]. Wu’s method is efficient for
geometric problems where the degenerate solutions are not interesting. For general problems
it seems to be difficult to obtain an efficient implementation and this method may produce
superfluous triangular sets. Wu’s algorithm, like Buchberger’s, depends on many choices;
moreover its result is not uniquely defined.

Lazard [Laz9la] proposed a new method to obtain Wu-like decompositions for affine
varieties. However in that case the definition of triangular sets has been strengthened in
order to guarantee non-redundant and more canonical decompositions. Some details and
proofs were not given in detail, especially on the subject of gcd computation, which is the
main tool of the method. In [Mor97], these questions are treated and a first implementation
of Lazard’s method is described and shown to be efficient.

Kalkbrener [Kal91] introduced another type of triangular sets called regular chains (De-
finition 4.4.5) together with another relation between F' and the T;. In that case V(F') is the
union of the closures (w.r.t. Zarisky topology) of the regular zeros of the T;.

Wang [Wan93b] proposed a generalization of Wu’s decompositions for affine varieties.
This approach allows the resolution of quasi-algebraic systems. In that case V(F') is given
as a (finite) union of regular zero sets of triangular systems. This method involves Wu’s
triangular sets but its process is different from Wu’s one and seems to be more efficient.

Let us give an example to illustrate the difference between Wu, Lazard and Wang’s way
of solving, and Kalkbrener’s one. We consider the system given by the following polynomials
where the ordered variables are ¢y > sy > ¢; > s; > b > a and where the coefficients lie in
the field of rational numbers:

2 2 2 2
{cl C3— 81 S2+¢—a, sy e+ o+ s —0b, ¢f +57— 1, cz—l—sz—l}
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Our implementation of Lazard’s method produces the decomposition {7}, Ty, 15} where:

Ty = {40 +4d®) si+(—40>—4a*b) s+ +2a*b* +a*—4d?,
2ac¢ +2bs —b—a?,
2asy+ (20 +2d%) sy — b —d*b,
2c— b —a®+2}

Ty = {a,2s—b, 43404, s5—becy, 2 ¢y —b*+2}

Ty = Ha, b, +5s?2—1, 89, ca+1}

What does this solution mean? How this solution has to be understood? In T}, one may
arbitrarily choose @ and b once a(b* + a?) # 0, and obtain successively the values of the
indeterminates sy, ¢1, S, ¢3. The triangular sets T, and T3 describe the case a = 0. Note
that in 7%, one may choose an arbitrary b whereas it is zero in T5. So, where is the case
b* + a* = 07 It is described by T5. In fact, if we add this equation to the input system the
computed decomposition is only {7T3}. Now, our implementation of Kalkbrener’s algorithm
produces the decomposition {C'} where:

C = {4 +4a®)si+(—4b°—4a?b)si+b*"+2a®>b*+a*—4 a?,
2ac +2bs —b—a?,
s9—beci+a sy,
s ca+bcd—as)c+s —b}

In that case a point is a solution of the input system if it lies in the closure of the set of
the regular zeros of C'. Although C and T are different, they have the same regular zero
sets and the closure of these sets contains the regular zeros of the previous T3 and T5. Thus
Kalkbrener’s output is simpler however further computations are needed to describe the
zeros satisfying a(b* + a*) = 0.

In the conclusion of [Kal93] the author writes: A comparison with the algorithms of Ritt,
Wu and Lazard seems to be interesting. In [Wan93b] the author concludes: A systematic
analysis and comparison among them (the elimination methods of Lazard and Kalkbrener)
both theoretically and practically remain interesting for future work.

The aim of our work is to compare from a practical point of view the methods of [Wu87],
[Laz91a], [Kal95] and [Wan93b]. We realized a unified implementation in the AXIOM computer
algebra system [JS92, BDI194] in order to compare these four methods. In Section 7.3, we
discuss the matter of comparing the capabilities of different algorithms. Let us mention
here that a crucial point is that their implementations need to share the same polynomial
arithmetic and data-structures.

The complexity of these algorithms, based on pseudo-division, is not known and to de-
termine it is still a challenging task. Anyway, theoretical complexity considerations are not
sufficient for the development of Computer Algebra; it is crucial to evaluate the possible
efficiency of the algorithms on an experimental level.

Few papers report on the implementation of some method for computing triangular de-
compositions of algebraic systems. Moreover, the examples which are presented in these
papers differ from one to the other and the characteristics of the computer are generally not
much detailed. Thus the capabilities of the different algorithms do not clearly appear. Be-
sides, it is important to focus on the properties of the outputs (representation, size, legibility,
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.. ) since a triangular decomposition of a given polynomial system is not uniquely defined
and two distinct implementations of the same method may produce distinct outputs on the
same example.

Let us recall that an experimental comparison between Wu’s method and Wang’s trian-
gular series based method is reported in [Wan96]. It appears that Wang’s method is more
efficient than Wu’s characteristic set method. This extensive comparison is performed with
the three notions of reduction, proposed in [Wu87]. Another notion of reduction (in the
sense of iterated initials, see Definition 2.1.8) is presented here. Our implementation of Wu’s
algorithm is realized with this new notion and confirm the experimental results of [Wan96].

Obviously, the methods considered in this experimental work can also be applied to a
(lexicographical) Grobner basis as input. It happens sometimes that this is the only way
to get a result in a human time. However we restrict ourselves to methods which accept
any set of equations as input and do not compute Grobner bases explicitly. This choice was
influenced by complexity reasons: Grobner bases have double exponential behavior in worst
cases — see [MM82] and [Huy86] — and direct triangular methods may simply have exponential
complexity as indicated by [GM90]. This is a strong reason for solving polynomial systems
by means of methods which do not rely on explicit Grobner bases computations.

Thus our comparative implementation excludes methods like Lextriangular [Laz92] or the
approach of M. Moéller [M6193], which is generalized in [Gra9s].

We also specify that polynomial factorization (into irreducibles) is not a necessary tool
in the four methods of our comparison. It is true that this technique is exploited in some
implementations since it may discover some splits and thus make the decomposition easier
to obtain. However it is not a general rule, and systematic factorizations may also be costly
in difficult problems (and the AXIOM factorizer is not very efficient). After some preliminary
tests it appeared that the use of factorization did not really modify the differences between
the four methods of our comparison. Hence, we implemented the methods without using this
technique.

7.2 Methods

This section summarizes the four methods. We recall the specifications of each method
together with the properties of the decompositions that they compute. A detailled review of
these methods could not take place here. The reader may refer to the original papers.

We present the first method proposed by D. Wang in [Wan93b]. In fact we suggest
here a recursive presentation of this method. Note that the outputs of Wang’s algorithm are
different from the other ones in the sense that they are not triangular sets but fine triangular
quasi-algebraic systems (Definition 7.2.3).

The basic ideas of Wu’s method are given but for more details one can refer to [Wu87]
or [Wan91].

We recall the main features of the methods of Lazard [Laz91a] and Kalkbrener [Kal91]
which both involve ged computations over towers of simple extensions.

Our implementation of Lazard’s method is based on an algorithm for gcd computations
of univariate polynomials with coefficients in a separable tower of simple extensions [Mor97].



The idea is a generalisation of the one of [MR95]. This algorithm is rather technical and
could not be sketched here.

We use the AXIOM programming language for describing the algorithms presented in this
section.

Notation 7.2.1 Let p € P, be a polynomial and T C P, be a triangular set. There exists a
polynomial v € P, initially reduced w.r.t. T', and, a product of the initials of T', denoted by s,
such that sp—r € (T')p . We define iRed(p,T') = r. For algorithmical details about reduction
of polynomials w.r.t. triangular sets see [Mor97]. Now, for F' C P, we set iRed(F,T) =
{iRed(p,T), p € F'}. Finally, we define prem(I,T) = {prem(p,T), p € F'}.

7.2.1 Wang’s method

Wang’s method computes a finite family {(71, @1),..., (T, @)} of fine triangular ¢.a.s.
(see Definition 7.2.3 below) such that

r

vr) = Jz(1.Q) .
i=1
Such a decomposition is produced by the algorithm triangulation(F",(),?) presented below
(Theorem 7.2.8). There is no reason for a fine triangular system produced by the method
of Wang (called elimination without projection in [Wan93b]) to be necessarily consistent
(definition 7.2.3). But, may be due to our optimizations, we never encountered an inconsistent
fine triangular system during our experiences. Note that Wang also proposes a method called
elimination with projection to produce necessarily consistent outputs.

Notation 7.2.2 Let F' be a subset of P, such that ' € k. We denote by mvar(F') the

greatest variable which occurs in the polynomials of F.

Definition 7.2.3 Fuvery couple & = (P,Q), where P and Q) are two finite subsets of P,,, is
called a quasi-algebraic system in P, (q.a.s. for short). Let & = (P,Q) be a q.a.s. in P,.
The q.a.s. & is called triangular if P is a triangular set of P,,. If Q # | then we denote by
h(&) the product of the elements of @), otherwise we define h(&) = 1. We call a zero of &
every element of the subset of K" denoted by Z(&) and defined by :

Z(8) = V(P)\ V(h(8))

The q.a.s. & is called inconsistent if Z(&) = (), otherwise it is called consistent. Finally,
following [Wan93a] and [Wan93b], a triangular q.a.s. & = (T,Q) is called fine ¢f V(h(T)) N
Z(&) =0 and 0 & prem(Q,T) where h(T') is the product of the initials of T

Let & = (P,Q) be a q.a.s. in P,. From now on we assume that P Z k. Let mvar(P) =
x;. The algorithm elimination(x;, P, ) presented below (Proposition 7.2.7) splits the q.a.s.
& into several ¢.a.s. which contain at most one equation with x; as main variable (see
Definition 7.2.4). Its proof is based on the following Lemma 7.2.5 [Wan93a] and Lemma 7.2.6.
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Definition 7.2.4 Let 1 < i < n and & = (P,Q) be a q.a.s. in P, such that P C P; and
Q C P,. We call elimination of the variable x; in & a set A of triplets (Py, Qk, ) such that
Py, Q. and 75, are finite subsets of P,, which satisfy the following conditions:

(i) P #0 = mvar(F}) < z;
(ii) 7o 40 = 3 ePN\P_y) | 7 ={t}
(iti) Z(P, Q) = Up, 0, men Z(P; U{r;}. Q) -
Lemma 7.2.5 Let f be a non constant polynomial in P, and (P,Q) a q.a.s. in P,,. Then
Z(PU{f},Q) = Z(prem(P, f)U{f},Q U {init(f)}) U Z(P U {init(f),tail(f)}, Q) -

Proof. Letp & P andr = prem(p, f). There exists e € Net ¢ € P, such that h°p = ¢ f +r.
From this relation we deduce Z(P U{f},{h}) = Z(GU{f},{h}). Then the result is easily
obtained by splitting the zeros of P U{f} to Z(P U{f},{h}) and Z(P U{f, h}). O

Lemma 7.2.6 Let (P,Q) be a g.a.s. in P, and f € P, \ k . Then

nit(f) € Q = Z(PU{S}.Q) = Z(P U {[}.prem(Q. [) -

Proof. Let us denote init(f) by h and suppose that h € Q. Since h is reduced w.r.t. f
we also have h € R. Let ¢ € ) and r = prem(q, f). There exists a positive integer e and a
polynomial ¢’ such that

heq = fq +r. (7.1)
Let us considerer € K™ such that f(z) = 0 and h(x) # 0. We deduce from the relation (7.1)
that g(x) # 0 iff r(x) # 0. Then it follows that « € Z(PU{f},Q) iff « €e Z(PU{f},R). O

Proposition 7.2.7 Let v be a variable in {x1,...,2,} and (P,Q) a q.a.s. in P, such that
mvar(P) < v. Then the algorithm elimination(v, P, Q)) given below, computes an elimination

of the variable v in the q.a.s. (P, Q). In particular, if the output of the algoritm is the empty
set, then Z(P, Q) = 0.

e elimination(v, P, ()) ==
P:= P\ {0}
(0e@)or (PNk #0) =>return({ })
P-:={p e P | mvar(p) < v}
P,:= P\ P,
P, =0 =>return ({(P,Q,0)})
f:= a polynomial in P, with minimal degree in v
Pri= (PAS}) U finit(f),wail(f)} U Py
Q2:= Q U{init(f)}
empty? (P, \ {f}) => return ( {(P,,prem(Qs, f),{f})} U elimination(v, P;,Q))
Py= prem(PA /Y 1) U {f} U Py

return ( elimination(v, %, Q2) U elimination(v, P, Q) )
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Proof. Let us define s(P) = 3_,cp\ 0} deg(p, v). We will prove termination and correctness
by induction on s(P).

If a constant occurs in P or if 0 € @), the result is obvious. Otherwise, if s(P) = 0,
then P, = () and the algorithm terminates. The correctness is obvious. Now we assume that
s(P) > 0, i.e. P, is not empty. First we remark that s(P;) < s(P) since deg(init(f),v) =0
and deg(tail(f),v) < deg(f,v). Two cases can be distinguished :

(i) P, = {f}. By induction elimination(v, P;, Q) terminates and is correct. Therefore the
algorithm elimination(v, P, ()) terminates. The correction follows from Lemma 7.2.5 and
Lemma 7.2.6.

(il) P\ {f} # 0. We put P' = P, \ {f}. For any p in P’ we have deg(prem(p, f),v) <
deg(f,v) < deg(p,v). Since P’ is not empty, we obtain s(prem(F”’, f)) < s(P’), and
consequently s(P,) < s(P). Then termination and correctness follow by application of
Lemma 7.2.5 and induction hypothesis.

a

By repetead use of the algorithm elimination with v decreasing, we easily obtain a trian-
gulation of any q.a.s. with the algorithm triangulation presented below.

Theorem 7.2.8 Let 1 < @ < n and (P,Q) a q.a.s. in P, such that P C P;. Let T a
triangular set of P, such that TNP; = (. Then the following algorithm triangulation(P, Q,T')
computes a finite family {(T1,Q1),...,(T,,Q.)} of triangular q.a.s. such that

r

Z(PUT,Q) = U Z(Ty, Q).
k=1
e triangulation( P, Q,T) ==
P:= P\ {0}
(0e@)or (PNk #0) =>return ({ })
empty? P => return ({(7,Q)})
v:= mvar(P)
A := elimination(v, P, Q)
return (Up, g, -)ea triangulation(F;, Q;, 7, UT))

Proof. The proof of the algorithm is obtained by induction on the smallest integer such
that P C P;, which we will denote by i(P). For i(P) = 0, i.e. P C R, the result is obvious.
Now assume that i(P) > 0. We can eliminate the case 0 € @, the case PNk # (), and the
case A = (), which terminate immediately and are clearly correct. Then by specifications of
the algorithm elimination, we obtain

Z(PUT, Q) =Z(P,Q)NVk(T)= | ZPU{r}uT),Q)).
(P;,Qj,75)€A
Let us denote T; = {7;} UT. The triplets (P;,Q;,T};) satisfy the input conditions of triangu-
lation. And since ¢(P;) < i(P), the result follows from the induction hypothesis. O

Remark 7.2.9 It is easy to check that the quasi-algebraic systems produced by the algo-
rithm triangulation( ', 0, () are fines.
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7.2.2 Wu’s method

Wu used Ritt’s work to provide an algorithm for solving systems of algebraic equations
by means of triangular sets which only requires pseudo-remainder computations (i.e. no
factorizations are needed). Wu'’s process is based on a procedure called CHRST-REM, see
p. 3 in [Wu87]. Given a finite subset ' of P, this procedure computes a Wu characteristic
set T of a finite subset G of P, such that (F') = (G). It involves Ritt ordering for (initially)
reduced triangular sets of P,,.

Definition 7.2.10 Let F' be a non-empty finite subset of non constant polynomials in P,,.
We call basic set of ' a subset B of I' such that B is a minimal element for Ritt ordering
among the family of initially reduced triangular sets contained in F.

It is easy to compute a basic set of F. Let us denote by basicSet(F') the result of an
algorithm which computes a basic set of F'. Now the following algorithm charSet either returns
the set C' = {1} or computes an initially reduced triangular set C'. In both cases C' is a Wu
characteristic set of I (see Definition 4.2.2) and satisfies the relations of Proposition 4.2.3.

charSet(F) ==
R:= F\ {0}
Q:=10
C:=10
while (R # () and (RN k = () repeat
Q:=QURUC

(' := basicSet(Q))

Q=Q\C

R:=iRed(Q,C)\ {0}
RNk # 0 =>return({1})

return ¢

Remark 7.2.11 The set ' obtained by the above algorithm may be a fine triangular set
(i.e. none of its initials reduces to 0 w.r.t. C') of F' even if F' generates the unit ideal of P,,.
For instance, choose F' = {2 — xy,xy23 — 1,(xy — 1)a3 + 22}. In this case the algorithm

charSet(F') returns F' itself, but we have (F) = (1).

Let p € C. We remark that V(F U {init(p)}) = V(F U C U {init(p)}). Moreover, the set
C'U{init(p)} has obviously a basic set which is smaller than C' w.r.t. Ritt ordering. Therefore,
by computing charSet(# U C' U {init(p)}), we obtain a smaller characteristic set than C' w.r.t.
Ritt ordering. Now one can easily check that every strictly decreasing chain of triangular
sets for Ritt ordering is finite. Thus, by virtue of the above formula (i), repeated calls to the
algorithm charSet, allow the computation of a finite family {71,..., 7.} of initially reduced
triangular sets such that
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Remark 7.2.12 Note that not only some components W(T;) of Wu’s decomposition may
be empty (as shown in Remark 7.2.11), but also the algorithm may produce superfluous
components in the following sense: for some i € {1,...,r} such that W(7;) # () there exists
Je{l,....r} with i # j such that W(T}) is contained in W (T}).

7.2.3 Lazard’s method

Let T be a triangular set of P,, and i € {0,...,n}. We use below the notations introduced
in Section 4.5. Recall that A; = fr(P;/sat;(T N P;)) and F; is the canonical algebra homor-
mophism from P;;; to A;[z,41]. The concept of normalization recalled in 2.2.5 is introduced
in [Laz91a] which defines the following strong notion of triangular sets.

Definition 7.2.13 Let T be a triangular set in P,. For each variable x; in algVar(T) we
put t; = T, and denote by . the derivative of t; w.r.t. x;. We say that T is a Lazard set if
T is normalized, and if for each variable x; € algVar(T) we have

(i) [square-free] F;_1(t;) and F;_i(t}) generate the unit ideal in A;_1[x],

(it) [primitive] for each j in the range 1,...,i — 1, the coefficients of t;, interpreted as a
multivariate polynomial in (A;_1[x;])[€ 41, ..., 2] generate the unit ideal of A;_1[x;].

It follows from Proposition 4.3.14 that a Lazard set is a regular triangular set. From the
requirement (¢) we then obtain by induction that the ideal (F;_1(¢;), Fi—1(t})) is radical (see
Proposition 3.3.9) and the ring A; is a finite product of fields. These results may also be
found in [Mor97].

Remark 7.2.14 Let A; = K, ; x...xK;,,. Condition (i) means that for £ = 1,...,r,_; the
image of t; modulo K;_;, is square-free. Condition (iz) can be viewed as follows: for each
JinA{l,...;0 =1}, and for £ = 1,...,r;_1, the image of ¢; in (K,_1¢[x;])[xijt1,..., 2] is a
primitive multivariate polynomial.

Example 7.2.15 Let T' = {x123 — 3,23 — 2z 2323 + 3z, }. Here {3 = 23 — 2zy2225 + 32y
and t§ = 2x3 — 22 25. We have Ay = k(x1)[x2]/(z123 — 3). Tt is easy to check that ¢3 = 4t§2
modulo the ideal (zy23 — 3). Thus, in A[x3] the polynomial Fy(¢3) lies in the ideal generated
by Fy(t%). Therefore T' is not a Lazard set. In fact the polynomial ¢} is the square-free form
of t5 if they are both interpreted in As[zs] and {z123 — 3,¢4} is a Lazard set.

Let ¢ be in the range 0...n — 1. Let T C P; \ P,_; be a Lazard set. We put A; =
k; x +++ X k,,. The main tool for Lazard’s method is the computation of ged in A;[z;41]
by a dynamic process of splitting such as the one described in Section 3.3. Computations
may be split when a zero-divisor is discovered. Full details of this ged algorithm and the
implementation of Lazard’s method appear in [Mor97].

The main procedure of Lazard’s method is called intersect. Given T' C P, and p € P,
the operation intersect(p, T') returns a finite family of Lazard sets {S7,..., 5} such that

V(p) N W(T) € UJW(S;) € V(p) N W(T)
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Given {Ti,...,Ts}, a finite family of Lazard sets, we define intersect(p,{71,...,Ts}) as the
union of the intersect(p, T;). Then, given a finite subset F' = {fi,..., fin} of P, we define
intersect( [, T') = intersect( f1, intersect(. .., intersect(f,,,7))). Thus intersect(F,{}) produces a
finite family of Lazard sets {S7,...,.5;} such that

Lazard’s decompositions are irredundant in the following sense :

UW(T) #UW(T) .

J#

We will not describe here how to produce irredundant decompositions but give the main
steps of the operation intersect(p,T') proceeds in the following way. Let us mention that an
operation is available in our implementation to compute F,(p).

(l1) If p is normalized w.r.t. T" then go to step (I3) with r = p else go to next step.

({;') If p is not normalized w.r.t. T, compute two polynomials ¢,r € P, such that r is
normalized w.r.t. T and F,(pg—r) =0 and (F,(p) =0 <= F,(r) =0). Polynomials
g and r are computed by means of an extended (i.e. with Bezout coefficients) version
of the ged algorithm sketched above. Here the computations may be split if F,(p) is
a zero-divisor. The polynomial r is also denoted by normalize(p, T'). Now, go to next
step.

(l2) If r = 0 then return {T'}. Else, if r € k then returns { }. Else go to next step.
(l3) Return intersect(tail(r), intersect(init(r),7")) and go to next step.
(l4) Remove the content of r viewed as univariate in mvar(r) and go to next step.

(I5) If Tr;]var(r) U{r} is a square-free triangular set (that is, which satisfy squarefree condition

of Definition 7.2.13) then go to step (/7).

(ls) Let v = mvar(r). Compute a (normalized w.r.t. T,7) ged of r and its derivative w.r.t. v
while interpreting their coefficients in the tower associated to T, (here computations
may be split). Let ¢ be this gcd. Replace r by pquo(r,g). Thus 7.7 U {r} is now a
square-free regular set. Go to step (I3).

({7) Let v = mvar(r). Define T = {tx,...,¢;} with mvar(¢;) < --- < mvar({;). Compute D =

intersect(?;, intersect(. .., intersect(t, 7.” U {r}))). Then remove from D any triangular
set U such that normalize(init(ti),Ur;war(t')) = 0 for some ¢ € {k,...,l}. Now, go to
next and last step.

(Is) return intersect(p, D) where p is the input polynomial.
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7.3 Implementation

7.3.1 General requirements

In the introduction we specified why comparing methods for computing triangular de-
compositions is not an easy task. Recall that each of the algorithms studied in this paper
has its own specifications and that a triangular decomposition of a polynomial system by a
given method is not uniquely defined.

In order to realize a reasonable comparison we think that the following requirements
should meet.

(1) The algorithms must be implemented and run with the same human, material and
software conditions (using the same data structures and sub-routines).

(2) A process to check the correctness of the computed decompositions must be implemen-
ted.

(3) The experiments must not only focus on timings but also on the legibility of the outputs
and their suitability for further computations.

The goal of the first requirement is to get as close as possible to the ideal situation where
the differences between computations of triangular decompositions - for a given system -
only depend on the corresponding algorithms. Thus our implementations of these methods
need to use the same data structures and sub-routines. It is clear that even with the same
hardware and software, experimental comparisons strongly depend on some implementation
choices.

We thought that the AXIOM computer algebra system [JS92, BDI194], with its stron-
gly typed and object-oriented language, is convenient to satisfy our first requirement. We
defined categories corresponding to the different properties of triangular sets, packages and
domains for the common data structures and sub-routines. Furthermore, AXIOM (version 1.2)
is connected with GB, the very powerful Grobner engine developed by J.C. Faugere [Fau94].
This allowed us to run the non-trivial Grobner basis computations that are required in order
to satisfy our other two requirements .

We mentioned that two implementations of the same method for computing triangular
decompositions may produce different outputs for a given polynomial system. Therefore it is
difficult to be sure that a decomposition is correct. We concentrated on this problem rather
than trying to produce very optimized implementations. We think that only checking by hand
some computations (necessarily simple) produced by an implementation is not sufficient to
make sure that this implementation is correct, especially for mixed-dimensional problems. For
instance, we discovered a bug in the management of the elimination of redundant branches
in our implementation of Wu’s method by verifying the computed output on Liu’s example.
More generally our checking process (described below) is a convenient debugging tool for our
implementations.

This checking process:

(1) has been intensively tested for more than a year,
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12) 1s based on simple and well known algorithms and
g
122) 1s implemented in a direct way In AXIOM as an top-level package of the GB software.

Thus it can be safely considered as reliable.

In our analysis of the computed solutions we also looked for other informations than
timings and correctness. Given a solution, we wanted to know if some of the computed
triangular sets are inconsistent or if some quasi-components W(T}) are contained in another
quasi-component W(T}) (or in the closure of another quasi-component). An overview of
these facilities is given in the subsequent paragraph.

7.3.2 Description of the implementation

Each implementation of the four methods uses the same AXIOM domain for polynomials
(with a sparse and recursive representation). Let us recall that an AXIOM category specifies
the mathematical properties of the domains which belong to this category. It may also
give default definitions for exported operations (eventually redefined in the domains of this
category). The main categories and domains of our implementation are described below and
their hierarchy is illustrated in Figure 7.1.

First we defined a category PolynomialSetCategory for finite subsets of P,,. This category
exports and implements operations on sets, ideals and varieties like (/,.J) — I N J and
(I,p) — [ : p> where I, J C P, denote ideals and p € P,, is a polynomial. We implemented
these operations by means of Grobner bases techniques [CLO92] in an AXIOM package using
the connection between AXIOM and the powerful Grobner engine GB.

Then we wrote a category for triangular sets of P,, named TriangularSetCategory. This ca-
tegory exports and implements basic operations like (7, v) — T, and (p,T) — prem(p,T')
and (p, T) — iRed(p, T') (see Notation 7.2.1) where v is a variable and T' C P, is a triangular
set. It also exports and implements more sophisticated operations like:

(1) T — sat(T) which computes a Grobner basis of the saturated ideal of T,

2

(i) (FCP,{T,....T, CP,})— V(F) = U; W(T;) which tests if the variety V(F)
is the union of the closures of the W(T;).

We use the operations from the category PolynomialSetCategory that we mentioned above
to perform these latter operations. That way we can check the consistency of a triangular
set and the correctness of a triangular decomposition.

Moreover the category TriangularSetCategory exports (but does not implement) an ope-
ration F' C P, —— zeroSetSplit(F') which represents any method for solving polynomial
system by means of triangular systems.

From the category of general triangular sets we derived a category for towers of simple
extensions (t.0.s.e.) which corresponds to the properties of regular chains. It exports the as-
sociated map of a t.o.s.e. implemented with the operation (p, T') — F,(p) (see Section 4.5).
It also exports operations like (p, T') — is-F,(p)-a-unit?.
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| Polynomia SetCategory |

- WangTriSet

| TriangularSetCategory f"i ---

TowerOfSimpleExtensions (TOSE) ------------3 RegularChain

/\v\

AlgebraicTOSE NormalizedTOSE SeparableTOSE

LexTriangular )<-- - NormalizedAlgebraicTOSE NormalizedSeparableTOSE [~~~ > (_LazardTriSet

Fia. 7.1 — Categories and domains of the implementation

Finally, from the category of t.o.s.e. we derived three categories corresponding to parti-
cular properties.

(1) A category for the towers T' C P, such that algVar(T) = {x1,22,...,2,}, called
algebraic t.o.s.e.,

2) A category for the normalized towers called normalized t.o.s.ec.
gory .
(3) A category for the separable towers called separable t.o.s.e.

Each method for computing triangular decompositions is an implementation of the opera-
tion F' C P, — zeroSetSplit(F') in an AXIOM domain of the suitable category. For instance,
Kalkbrener’s method is implemented in an domain which belongs to the category of t.o.s.e
and which is called RegularChain (see Figure 7.1). Note that the lexTriangular method
[Laz92] is implemented by using the techniques described in [MR95] in an AXIOM domain
which belongs to both categories of normalized t.o.s.e. and algebraic t.o.s.e.

7.3.3 Some techniques used in the implementation

Before studying the implementation of each method, let us give some common techniques
and optimizations.

We mentioned in the introduction that we do not use polynomial factorization into irre-
ducibles. However square-free factorization of multivariate polynomials has a lower cost. We
use it at certain steps of each method, in particular in order to clean up the triangular sets
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in the outputs: this increases their legibility and helps to discover inconsistent components
in Wu’s method.

Another common technique is the use of what we call pre-processing: the idea is to
perform some inter-reductions in a polynomial set () before calling a procedure with ) as
a parameter. For instance, this is the case in Wu’s method before calling charSet(Q)). More
precisely polynomials in () with constant initials are used to reduce the other polynomials.
This speeds up the computation of a characteristic set from (). The same way, in Wang’s
method, before running elimination(v,P,Q) we reduce the polynomials with main variable
v by the polynomials in P with a constant initial. It appears that this also speeds up
our implementation. For the methods of Kalkbrener and Lazard, a pre-processing is only
performed with the input system F'. In this case for each v which is the main variable of some
polynomial in F' we chose f, a minimal polynomial in F, w.r.t. Ritt and Wu ordering. Then
we use these polynomials f, to reduce the other polynomials in F' in the sense of Grobner
bases (i.e. we use the division algorithm in P, as in [CLO92] p. 59). In many examples
(Arnborg-Lazard, Gonnet, Hairer-2, Butcher), this speeds up the computation of a triangular
decomposition. The factor may go up to 4 in the previous examples for Kalkbrener’s method.
This may also slow down sometimes the computations (Gerdt, Liu-Li). However, this pre-
processing is used for both methods with all examples.

Concerning the case of Wu’s method, most of the optimizations that we use appear in
[Wu87] and [Wan92b]. Note that the removal of the redundant branches for this method is
not easy since empty components may be produced. Thus, many heuristics are needed.

Several techniques are given in [Wan93b]| to improve the practical efficiency of the method.
In particular, the author points out the removal of the redundant factors. By means of
gced computations and exact divisions, our implementation actually removes the redundant
factors which appear among the set of inequations, or between equations and inequations.
Another technique to increase the legibility of an output triangular set T' is to reduce the
polynomials in 1" by those with a constant initial.

We remarked in Section 7.2 that some superfluous components may occur in Kalkbrener’s
decompositions. There may exist indices ¢; and i3 such that W(T;) C W(T},). As suggested
by Kalkbrener, one way to avoid some of these redundant computations is to use Krull’s
Primeidealkettensatz (see p.240 in [SZ67]): since the height of the saturated ideal of a regular
chain T equals the number of its elements, we can delete from the output any regular
chain which contains more elements than the input system. However, it is not sufficient to
remove all superfluous components and we also use the following trick. If the initials of the

polynomials in T}, are all in k then we have W(T;,) = V(7;,). In this case we may easily
check the inclusion by using the algorithm split presented in [Kal98], and remove eventually

T;, from the output.This process is implemented in the domain RegularChain by an operation
called removeSomeSuperfluousComponents. It is automatically performed in the final step of
the triangular decomposition function used for our tables of results.

With this last strategy we can remove 8 components on the Gonnet example and 4 on
Butcher. It happens that this technique slows down the computation as in the example
systemlL3 where the triangular decomposition contains 13 components. None of them is su-
perfluous but the decomposition is performed 1.5 smaller than when we do not try to detect
superfluous components with the operation removeSomeSuperfluousComponents. However we
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use it with every example.

Most of the computing time in the methods of Kalkbrener and Lazard is dedicated to
gcd computations modulo regular chains. Moreover some of these gcd computations may be
repeated. So we keep the results of these computations in hash-tables.

A last optimization of our implementation of Kalkbrener’s method is the use of sub-
resultant techniques for computing gcd modulo regular chains. This limits the growth of the
coefficients.

The normalization and the computation of the square-free part of a polynomial w.r.t. a
Lazard set are expensive operations. Thus an improvement of Lazard’s method is to avoid
these operations as much as possible. A typical situation where normalization can be avoided
is the following. Assume that 7' C P, is a Lazard set with ¢ polynomials (thus the saturated
ideal of T' is zero-dimensional) and let p be a polynomial in P;. Recall that normalize(p, T')
returns a list of couples (n;, T;) such that n; is a normalized polynomial w.r.t. the Lazard set
T; and such that n; and p are associated w.r.t. the t.o.s.e. associated with T;. It follows from
our assumptions that each n; is a constant. Thus, either p is invertible w.r.t. T; and we can
set n; to 1 or p and n; are null. Hence, it is sufficient to check whether p is invertible w.r.t.
T by a simple ged computation without Bezout coefficients.

Another improvement of Lazard’s method is to relax the square-freeness condition for
Lazard sets in the intermediate computations. In fact it is sufficient to guarantee that this
property holds for the normalized sets of the final decomposition. The algorithm sketched in
the previous section remains correct with with this relaxation technique. However the pro-
cedure for deciding whether a W(T},) is contained in a W(T},) becomes a partial operation:
in some cases the inclusion cannot be checked. Thus, some redundant computations may
only be removed at the end of the computations, when square-freeness is required. Note also
that the normalization procedure needs some adaptation. This relaxation technique leads to
a great speed up (except for the Ls example). This is due to the fact that in practice very
few normalized sets are not square-free.

Many other tricks can be used for improving Lazard’s method, especially in dimension
zero. For instance, it is possible to delay the normalization condition for zero-dimensional
Lazard sets until the final decomposition. This implies some adaptation of the algorithm
sketched in the previous section but speeds up the computations. In positive dimension,
the normalization condition cannot be delayed. This explains why Lazard’s method (using
these relaxation techniques) is more satisfactory in dimension zero, as we will see in the next
section.

As suggested in [Laz9la], a last idea to speed up the computations of decompositions
into regular chains is to generate these chains by decreasing dimension. If this is done, the
superfluous sets may be removed before any computation is performed with them. Since
the practical complexity of ged computations (and thus normalizations) w.r.t. a tower of
simple extensions increases with the height of this tower, some unnecessary and expensive
computations can be avoided by using this dimension argument.
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7.4 Results

We now present four tables of results from our experiments and study the outputs for some
examples. The sources of our examples are specified in Tables 7.1 and 7.4. For every example
F (which is given by a list of polynomials in P,) and every method which decomposes V(F')
into triangular systems oy, ..., 0, we give two informations. The first one is the computing
time (evaluation and garbage collector). It can be found in Table 7.2 for zero dimensional
examples and in Table 7.5 for examples of positive dimension. If V(F') has dimension zero
the second information is given in Table 7.3. It is a sequence n(oy),...,n(o,) where n(o;)
denotes the number of solutions of o; (counted with their multiplicities). For examples of
positive dimension, the second information consists of a sequence d(o1), ..., d(o,) where d(o;)
denotes the dimension of sat,(o;). It is given in Table 7.6.

In order to make these sequences of numbers easier to read, we use some notations. Let
us take the example Z8 with Wang’s method in Table 7.3. The sequence 2%, 4,16* means
that the decomposition contains two triangular sets with 16 solutions, one triangular set
with 4 solutions and two triangular sets with 2 solutions. The same kind of notation applies
for sequences of dimensions.

During our checking process, the empty components produced by Wu’s method are au-
tomatically removed. So their number is not reported in our tables. In a similar way, the
degrees given for Wu'’s method are obtained after removing the empty components. Note that
the number of empty components depends on the heuristics and optimizations used in imple-
menting Wu’s method. So counting them does not make sense. Without using this cleaning
process the decompositions of Wu’s method are not easy to read, even for small examples.
See for instance the output of the Singular Points example (Z13). Another example is the
Romin system (P17): our implementation of Wu’s method produces 31 components, 17 being
empty and 4 being non-empty but redundant. Our implementation of Wang’s method may
also produce empty components. However, it happens much less frequently than with that
of Wu.

We also give the timings for computing the lexicographical Grobner bases with AXIOM
and GB. To compute these bases with AXIOM we use the groebner operation. With GB
we use the FGLM algorithm [FGLM93] for zero-dimensional systems and we use the Sugar
[GMNT91] and the Trace [Fau94] algorithms for all the systems. We also use with GB the
following strategy for computing the lexicographical Grobner basis of some system F":

— computing a Grobner basis for the total degree ordering

homogenizing the obtained system

computing the lexicographical Grobner basis from this system

dishomogenizing the result and reduce it since this is a Grobner basis of I' which is
not generally minimal

— verifying the result with the Hilbert function (see [Tra96]).

In our tables, the column GB-DIRECT gives the best timing between the Sugar and the Trace
algorithms. the colum GB gives the timing obtained with the above strategy.
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The AXIOM timings for the groebner operation are interesting to give an idea on the
efficiency of both classes of methods, based on different tools (triangular systems and Gréb-
ner bases), but implemented within similar conditions (using the same AXIOM polynomial
domain). Nevertheless remember that solving algebraic systems does not have the same mea-
ning for those different classes of methods. One cannot extract the same information from a
Grobner basis as from a triangular decomposition.

Unfortunately, our AXIOM programs for computing triangular decompositions are pro-
bably far to be as optimized as some Grobner bases implementations are. Thus, the ratio
between AXIOM and GB timings (for computing lexicographical Grobner bases) may inform
of the eventual increase of performances that we could obtain with optimized methods and
implementations. These GB timings should only be understood for this purpose. They should
not be considered as references. Indeed, several efficient algorithms and tools have been deve-
loped recently in the field of Grobner bases such as the choice of good strategies [GMN191],
new data representations or algorithms for changing monomial ordering [Fau94], [Tra96],
[CKMO7]. These methods generally provide a good way to compute a lexicographical Grob-
ner basis for our examples when a direct computation is not efficient. Some of them are
used by default in some softwares for computing lexicographical Grobner bases (MAGMA for
instance).

With the method described above for computing lexicographical Grébner bases (GB
timings), we remark all the bases of our tables can be computed with GB. Note that for
the examples Z5 (Rose) and P12 (Hairer-2) our implementations of Wang’s method and
Kalkbrener’s method give better timings than GB. Moreover, on several relevant examples
(Z6, 77, Z12, P15, P18) the ratio between both is satisfactory for Kalkbrener’s method.
Indeed, it is well known that polynomial arithmetic can be implemented much more efficiently
in C/C4++ than in AXIOM.

The degree of the ideal generated by the input system F' may be obtained from a Grobner
basis. We mention it in Table 7.3 (column Grébner basis) for the zero-dimensional examples.
The existence of multiplicities thus appears by comparing this degree with the sum of the
degrees given in the column Lazard since the square-free triangular sets produced by La-
zard’s method generate radical ideals. By comparing the decompositions produced by our
implementations of the methods of Lazard and Kalkbrener, we observed that the saturated
ideals of the regular chains of the latter method are generally radical. Let us specify finally
that the dimension of an ideal (F') is equal to the maximal dimension occuring in any of its
decompositions reported in Table 7.6.

All our benchmarks have been made three times. First on a SPARC 10 station then on
Pentium IT PC and finally on an DEC Alpha station. The timings reported here are these
obtained with this last machine (which has a EV5.6 (21164A) processor operating at 531
MHz and 512 Meg of RAM memory).

The timings are given in seconds. In the tables < 1 means that the computation finished
within less than a second whereas > 1000 means that the computation was not finished after
1000 seconds. This last notation does not mean that the computation never finished. For ins-
tance our implementation of Kalkbrener’s method produced an output with the Z16 example
within 1672 seconds and our implementation of Lazard’s method produced an output with
the P14 example within 5160 seconds.
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TAB. 7.1 — Zero dimensional examples

Ex. | Source or description

Z1 | Trinks 1 [BGKS86] with B< S <T <Z <P <W.

Z2 | Trinks 2 [BGKS86] with B< S <T <Z <P <W.

Z3 | Katsura 3 [BGKS86] with U3 < U2 < U1 < UO0.

Z4 | Katsurad [BGKS86] with U0 < Ul < U2 < U3 < U4.

Z5 | Rose [BGK86] with A46 < U4 < U3.

Z6 | 4 bodies problem [Kot98] &; with ¢ < s < p .

Z7 | 5 bodies problem [Kot98] S5 with ¢ < s < p .

Z8 | Caprasse [Com92] witht < z < y < x.

Z9 | Caprasse with order # < y < z < ¢ given in [Li95].

710 | Arnborg-Lazard [GMN*191] with < y < =.

Z11 | Cyclic 5 [Laz92] with e < d < ¢ < b < a.

Z12 | Problem 5(a) in [CG86] with d < p < ¢ < g (example 16 in [Wan93b]).
Z13 | Singular Points: F = {f, %, %}

where f = (y —a)(y* + 2* — 1)(y* — ) and = < y.

Z14 | System Rs = {xy(xy + 1), (23 + 29 + 1)ay + 22, p3, pa, ps5 }

where p; = :I;ijj + (:L'j + Daiog + @ and a5 < -+ - < 2.

Z15 | System Rg = {x1(xy + 1), (23 + 29 + 1)@y + 2, p3, pa, ps, Pe }

with xg < --+ < 2.

716 | System Rr = {xy(xy + 1), (23 4+ 2o + 1)ay + 22, p3, pa, Ps, Pe, Pr}
with a7 < -+ < 2.

Z17 | System Ly ={a? +ay+a3—l,oy+a3+as—1, 21 +ay+ a2 —1}
with 21 < a5 < 3.

Z18 | System Ly ={ai +as+ast+as— Loy +as+as+ag— Loy +ag+ a5 + 24— 1,
Ty + a2+ w3+ ah — 1} with oy < -+ < z4.
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TAB. 7.2 — Timings for zero dimensional examples

Wang Wu Kalkb. | Lazard | Axiom | GB-pDIRECT | FGLM | GB
71 <1 2 <1 1 <1 <1 <1 <1
72 <1 <1 <1 <1 <1 <1 <1 <1
73 <1 <1 <1 1 <1 <1 <1 <1
Z4 3 > 1000 ) 7 2 <1 <1 <1
Z5 2 > 1000 3 22 > 1000 > 1000 > 1000 5
76 69 > 1000 51 66 > 1000 > 1000 24 3
77 74 > 1000 200 495 > 1000 > 1000 92 11
Z8 7 > 1000 2 2 4 <1 <1 <1
79 4 > 1000 2 2 > 1000 <1 <1 <1
Z10 5 72 3 6 300 2 <1 <1
Z11 | > 1000 | > 1000 6 6 6 <1 <1 <1
Z12 | > 1000 | > 1000 83 197 > 1000 > 1000 17 3
713 <1 1 <1 <1 <1 <1 <1 <1
714 <1 > 1000 <1 <1 <1 <1 <1 <1
715 <1 > 1000 ) <1 <1 <1 <1 <1
716 <1 > 1000 | > 1000 <1 2 <1 <1 <1
717 <1 <1 <1 <1 <1 <1 <1 <1
Z18 5 > 1000 6 16 6 <1 <1 <1
TAB. 7.3 — Degrees of outputs (zero-dimensional examples)
Wang Wu Kalkb. Lazard Grobner basis

71 10 10 10 10 10

72 2 2 2 2 2

73 8 10 1,7 1,7 8

Z4 4,12 ? 4,12 2212 16

Z5 132 ? 4,128 4,128 136

76 2239 ? 2239 2239 99

77 22 45 ? 22 45 22 45 99

Z8 224,162 ? 2,6,8,16 4%.8.16 56

79 2,6,8,122 ? 4%.8.16 4%.8.16 56

Z10 2,18 2,18 2,18 2,18 20

Z11 ? ? 102,202 105,20 70

712 ? ? 24 24 24

Z13 42 1,3.,4 1,3,4 12,2, 4 8

714 1,120 ? 1,120 1,120 121

715 1,720 ? 1,720 1,720 721

716 1,5040 ? 1,5040 1,5040 5041

717 2,3 2,4 13,2 13,2 8

718 | 1,2,6,8,18,322 ? 15,2%,8,12,16,32 | 1°,2%,8,12,16, 32 81
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Now, we focus on some of our examples. Each example is denoted by a letter and a
number. The letter is Z or P and indicates if the system is zero-dimensional (Z) or has
positive dimension (P). The zero-dimensional examples are can be found in table 7.1 and
the corresponding results of our tests in tables 7.2 and 7.3. For the positive dimension, the
examples are given in 7.4 and the results of the tests in tables 7.5 and 7.6.

Example 7.4.1 (Z8) Unfortunately our implementation of Wu’s method does not succeed
on this example. The methods based on ged computations provide the best outputs and the
best timings. Moreover, this example shows that these methods may provide a better way to
get a triangular decomposition than a Grobner basis computation followed by a call to the
lexTriangular algorithm. Furthermore, the computation of the Grobner basis becomes hard
with the variable ordering used in example (see Z9).

— Wang’s method:

(T, = {'—=103+1, 2, (=5 y—>5t" 41, z},

0),

(T, = {3t*+10¢*+3,
(44289 ¢* + 14769) z* + (—354288 ¢* — 118080) z*+
+708592 t* + 236208,
((354276 ¢ 4 118044 ¢) 2z* 4 708600 ¢ 4 236232 ¢) y+
(—44289 t? — 14769) z* 4+ (—708588 t? — 236196) z*+
—2834360 ¢* — 944808,
(=1 ax4+2tzy—2z},

©
[

Q; = [(29523 12 4 9837) 22 + 59050 2 + 19686]) ,
(15 = {*+1, 2, ty—1, a},
QS — ®)7

(Ty = {t*—1,2%—16 254256 2* — 256, t y — 1,
(2 =8 z)x+ (-4t 224+ 8t)y —4 2* +8},

Q4 - @)7

(T5 {t* =1, z, ty+1, a},

Qs = 0).

— Kalkbrener’s method:

Cy = {t*—1,2%—16 2°+256 22 — 256, t y — 1,
(:°—8z)a+ (4t z2+81t)y—12 22+ 8},

Co = {3t*+10¢*+3,31*22—141¢* -6,
(24582 —1)y—t224+°=51,
(=1 a+2tzy—2z},

Cy = {*—=1,2,ty+1, a},

Cy = {°=9¢" =9 +1,2, (*=5)y—5t*+1, x}.
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— Lazard’s method:

Ly = {t*—1, 2% =16 2%+ 256 2% — 256, y — ¢,
96 x — 27+ 14 25+ 16 23 — 128 2},
Lo 32 +1,3224+4, y+1t, x4+ 2},
Ls {t*+3, 22 -4, y+it, x— =z},
Ly = {¥—10154+10¢*—1, 2,24 y—51"+49 5 +5¢3-251, x}.

Example 7.4.2 (Z11) This classical example (cyclic 5) is not considered as a difficult one
for Grobner bases techniques. The results show the interest of methods based on ged compu-
tations modulo towers of extension since they are the only ones which compute a triangular
decomposition. Their computations are so easy as the computation of the lexicographical
Grobner basis with AX1OM, and they detect more splits than lexTriangular. Some coeffi-
cients in the output obtained with Kalkbrener’s method are bigger than the coefficients in
the output of Lazard’s method and lexTriangular. This difference is due to the fact the lat-
ter methods produce normalized triangular sets whereas Kalkbrener’s method does not. For
n > 5 it 18 much more difficult to obtain a direct triangular decomposition for the cyclic-n
system than computing a lexicographical Grobner basis.

Example 7.4.3 (Z13) Here the methods give different results and we can note that La-
zard’s decomposition is more legible than the others. One can check that W(W;) = W (Cs)
and W(Wg) == W(Cl)

— Wang’s method:

(T} {e*+ -1, 2 y*+a—1},

Ql @)7

(T, = {22*—-22°—2*+ 2,
(46 2° + 48 2* — 64 2° — 24 2? + 18 v 4 2) y+
—48 2° — 51 2* + 70 2° + 28 2? — 25 x},

Q? - @)7

— Wu’s method:

Wi = {a®fa—1,(862—53) 4>+ 139 « — 86},
Wy, = {22 +2°-3 2% +a,
(208 3 4104 x2—312x—|—104) y+
11960 22 — 5660 =% — 20990 =7 + 26143 25+
—9968 z° — 990 2* + 1601 2° — 218 22 — 36 z},
Wy = {427-225-102°+9 2" +2 2% —4 22 + 2,
(66:1;6—|—29:1;5—131:1;4—|—24:1;3—|—43:1;2—15:1;)y—|—
—64 2% —76 22 4+ 142 2% + 96 2T+
—124 25— 21 2° +32 2* + 2 2® — 3 2%}



A L L

et hli e A WAL e VL M AR A RS SR A VAR A

TAB. 7.4 — Positive dimensional examples

Ex. | Source or description
P1 | Donati-Traverso [DT89].
P2 | Alonso [Com92]: {(u—7r —2) o —u—2t" 41, ry—t*u—1,tuz—1,v—tr}
witht<r<u<v<z<y<uz.
P3 | Alonso with order v < z <y < 2 <t < u < r given in [Li95].
P4 | Wang’s example in [Wan92a].
P5 | Wu’s example in [Wan92a].
P6 | ex. 4 in [Wu86] and ex. 2 in [Wan93b], with
10 <...<wl3 <22l <222 <223 <230 <z101 <...<zl05.
P7 | [Bro86] p.248 (right-middle) with ¢ < b < y < x and example 12 in [Wan93b].
P8 | Gerdt [BGKS6] with L1 < [2 < ... < LT.
P9 | Gonnet [BGKS86] with A0 < A2... < A5 < B0...< B5<(C0...< (5.
P10 | Butcher [BGKS86] with B < C2 < (3 < A < B3 < B2 < A32 < BI.
P11 | Hairerl [BGKS6]
P12 | Hairer2 [BGKS86] with A43 > A42 > A4l > A32 >
A3l > A21 > Bl > B2> B3> B4>C4>C3> (2.
P13 | Vermeer (example 2 p.110 in [Wan93b]).
P14 | Neural Network [Kal91].
P15 | Liu [Liu89] with order ¢ < t < z <y < .
P16 | Liu with ¢ < <y < z <t as in [Li95].
P17 | Robot Romin [GRI1]
{=ds; —a,de; —blycy+1l3c3 —d, 259 + 1383 —c, 8% + & — 1,82 +c2—1,
st —1lwithd<e<b<a<lz<ly<e3<sy<ey<sy<c <38
P18 | {633 [FASMRY6]
{2ug + 2us 4 2uq + 2uz + 2uz + 1,2Us + 2Us 4+ 2U,4 + 2Us + 2U3 + 1,
(8ug + 8us) Us + (Sug + 8us + 8ug) Uy + (Sus + 8us + Suy + Suz) Us+
(8ug + 8us + Suy + Sus + 8uz) Uy — 13,
(S8us + 8uy + Sus + Suy) Us + (Sus + 8ug + 8uz + 8uz) Us+
(8ug + 8us + 8ug) Uy + (8us + Sug) Us + Suy Uy — 13,
uUs — 1, uslUs — 1ugUy — 1, usUs — 1, uglUs — 1}
with uy < uz <ug <us <ug < Uy < Us < Uy < Us < Us.
P19 | The (8,3) configuration as in [Li95].
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TAB. 7.5 — Timings for positive dimensional examples

Wang Wu Kalkb. | Lazard | AXiom | GB-DIRECT | GB
P1 <1 1 1 <1 3 <1 <1
P2 <1 <1 <1 <1 <1 <1 <1
P3 9 > 1000 6 > 1000 1 <1 <1
P4 4 2 4 1 <1 <1
P5 <1 <1 <1 1 <1 <1 <1
P6 4 53 51 177 9 <1 <1
P7 3 10 <1 2 <1 <1 <1
P8 2 16 5 3 3 <1 <1
P9 1 3 <1 1 <1 <1 <1
P10 4 4 2 2 85 9 <1
P11 <1 <1 <1 <1 <1 <1 <1
P12 4 > 1000 7 74 > 1000 136 39
P13 | > 1000 | > 1000 8 > 1000 | > 1000 > 1000 <1
P14 | > 1000 | > 1000 8 > 1000 8 <1 <1
P15 48 > 1000 61 > 1000 | > 1000 > 1000 3
P16 49 > 1000 119 > 1000 | > 1000 > 1000 1
P17 2 8 9 8 2 <1 <1
P18 3 32 2 50 12 <1 2
P19 122 > 1000 702 > 1000 | > 1000 > 1000 112
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TAB. 7.6 — Dimensions for positive dimensional examples
Wang Wu Kalkbrener | Lazard
P1 02,1 02,1 1 02,1
P2 223 22,3 3 223
P3 | 17,233 ? 3 ?
P4 13 14 13 14
P5 01 0°1 1 0°,1
P6 14,2 15,2 18,2 14,2
P7 19,22 15,22 1,22 1,22
P8 | 12,233 | 172°,3 12,233 12,233
P9 3? 3? 3? 3?
P10 | 0,22,3* | 0,2° 3° 0,2% 3% 0,2% 3°
P11 | 12,28 14,23 23 12,23
P12 | 13,2 ? 2 13,2
P13 ? ? 1,1 ?
P14 ! ? 12 12,016
P15 | 07,1 ? 1 ?
P16 | 0°1 ? 1 ?
P17 | 37,455 | 3%,45)5 5 34,4% 5
P18 | 1%,2 |0°1%'2 2 0,1%,2
P19 | # 331 ? 7,56 ?
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— Kalkbrener’s method:

Oy = {224 2—1, (862 —53) y2+ 139 « — 86},
Cy = {22° =22 —a+1, (10222 -39 2 —23) y—63 2 —28 x + 51},
03 = {l’,y}

— Lazard’s method:
Ll — {2$2—1,y—$},
L2 = {1’2—|—$—17y2—$}7
L3 = {l’, y}7
Ly = {Jf—l, y_l}

Example 7.4.4 (Z14,715,7216) All methods produce the same output (which can be com-
puted by hand from the input system) but our implementation of Kalkbrener’s method is
inefficient in this particular example. This follows from the sense of reduction that we use
for our regular chains. A polynomial in a regular chain 7' is reduced only w.r.t. the other
polynomials in 1" whose initials are in the base field k. In many cases the outputs are more
legible with this choice and the timings are not significally different. But for this particular
systems the full reduction (as it is used in Lazard’s method and lexTriangular) simplifies a
lot the intermediate triangular sets and thus speeds up the gecd computations. If we choose
a full reduction in our implementation of Kalkbrener’s method then the example Z16 is
performed within less than a second.

Example 7.4.5 (P1) This classical example of Donati and Traverso shows that the com-
putation of a lexicographical Grobner basis is not always very interesting. The timing with
AXIOM is bigger than those obtained by our triangular decompositions. With GB the result
is not obtained with the Trace algorithm. Finally the Grobner basis is much bigger than the
outputs of the triangular decompositions.

Example 7.4.6 (P2) Alonso’s example corresponds to a prime ideal of dimension 3. Kalk-
brener method describes it with only one regular chain ;. The other algorithms extract
points which are in the closure of the regular zeros of C' and provide similar results.

— Wu’s method:
Wi = {rnPutlyo—trtz4+¢ 20 +1) e+t ut+21® -1},
Wy = {r+2t*+1,u—r—2, v—tr,
-t z+1, 2"+ 1) y+ 2 u+1},
Wy = {v—trtuz—1,ry—t*u—1l(u—r—2)x—u—2¢"+1}.

— Wang’s method:

(Ty, = {v—trytuz—1,ry—t*u—1,(u—r—2)z—u—2t"+1},

1 [w, r, t, u—1r—2]),

(T {r,Pu+1l,v, 246 234+1) x+2ut21° -2},

QZ [2 tz + 17 t])v

(Ty = {r+2" 4+, u+2t" =1, 0+28 46, (25 —1) z+1
t*+1)y—21+t* 41},

Qs = [2*+1,2¢"—1,1]).
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— Kalkbrener’s method:
¢, = {fo—trtuz—1,ry—=t*u—1,(u—r—2)z—u—-2t"+1}

— Lazard’s method:
Li = {v—trjtuz—1Lry—tu—1,(u—r—2)z—u—-2t"+1},
Ly = {r4+2¢"+ 1, u+2¢ =1, 0428+t (267 —1t) 2 +1,
'+ 1) y—2+1+1},
Ly = {r,?u+1, v, 2+t 2 +1)a+21—1*—1}.

Example 7.4.7 (P3) This is the same polynomial system as in P2. A comparison with the
results of P2 shows how the order of variables may dramatically augment the computing
time of triangular decompositions. While it is easy to obtain a decomposition with the order
of P2 for all the methods (see above), only Wang’s and Kalkbrener’s methods can provide
a solution for P3. It seems with the outputs of Wang’s method that the methods which
decompose into regular zeros have more cases to examine than in P2. On the contrary,
Kalkbrener’s method still gives a unique output. This is surely due to the criterion on the
height of the saturated ideals of a regular chain that we implemented in this method (see
Section 7.3).

Example 7.4.8 (P14) Only the methods based on ged computations over towers of simple
extensions succeed with this example. The decomposition computed by our implementations
of Kalkbrener’s method is much more compact than the lexicographical Grobner basis and
it is obtained within the same time. It produces two regular chains corresponding to satu-
rated ideals of dimension one which are given below. The decomposition computed by our
implementations of Lazard’s method produce 18 regular chains, two of them corresponding
to components of dimension one and the others to zero-dimensional components. The use of
normalization and full reduction in this method dramatically breaks down the intermediate
computations with this example.

~ {4az" —42% — 4a%2° + (@®> —4)2° + a*2% —az — 1,
(6@27 — 625 — Ta*2° 4 2a2* + (2a® + 1)2° + a?2* — 2az — 1)y + 4az® — 42* — 3a?2°
+2az% + z,
(y* + 2 —a)o + 1}

~ {227 — Baz® — 2t + 4a%2% + 2a2% + (—a® — 1)z — d?,
(8az8 4 (—2a® — 20)2° — 18a*2* 4 (4a* + 28@)2 + (12a 4)z? + (—2a° — 6a?)z 2a )
y? + (—82° + 4a*2° 4 20az* + (—8a® — 16)2° — 16a*2* + (4a* + 4a)z + 4a3 ) — 6a’z
+(a* 4 2a)2° + (13a® — 14)2* + (—2a° — 2a?)z° + (—8a* + 28a)z* + (a® — a® — 10)2
+a® — 10@2,
(y* + 2 —a)o + 1}

Example 7.4.9 (P19) This example illustrates that solving in the sense of the regular
zeros (as in the methods of Wu, Wang and Lazard) is sometimes much harder than solving
in the sense of the Zariski closure (as in Kalkbrener’s method). Our implementation of
Wang’s method succeeds with this example but produces 331 triangular systems whereas
our decomposition into regular chains is much more compact and legible.
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7.5 Some other implementations

The main purpose of our work is a comparison within a same implementation of four
methods of triangulation based on pseudo division. We explained this point in Section 7.3.
However the problem of solving systems of polynomials has been already studied by different
approaches. The implementations may involve techniques like factorization and Grobner basis
computations that we do not use, or different data structures. In this section, we take into
account some experimental results already published and try to compare them with our
work.

lexTriangular: In [MR95], the authors report an efficient implementation in AXIOM of the
algorithm Leatriangular presented in [Laz92]. The main tool of this algorithm is a theorem by
[Gia87] and [Kal87] which exploits the properties of Grobner bases in the zero-dimensional
case. Lextriangular computes decompositions into Lazard sets (see Definition 7.2.13), but
it works only under the restriction that the input is a lexicographical Grobner basis of a
zero-dimensional ideal.

The four methods of our implementation work with any input. Therefore they do not
exploit the properties of a particular case to avoid some branches of computations. Thus,
when the input is a zero-dimensional Grobner basis, it is clear that they cannot be as efficient
as Lextriangular to compute a triangular decomposition. But remark that in some case, a
triangular decomposition may be computed faster by running some of the four methods than
computing directly the lexicographical Grobner basis and apply Lextriangular.

Moller, Grabe: In [M6193] is presented another algorithm which decomposes zero dimen-
sional varieties from Grobner bases. It involves lexicographical Grobner bases computations
of quotients which are generally costly. This approach has been improved and extended to
positive dimension in [Gra95], which reports an implementation in REDUCE.

The algorithms presented in [Gra95] involve factorized Grobner bases and reduction to
dimension zero. Several zero dimensional examples are given. The variant 752 for decom-
posing zero dimensional varieties seems the most interesting. It uses as much as possible
the degrevlex order for computing Grobner bases. This allows to decompose the example
katsurab which is not computed by our implementations. The other timings for this variant
have the same order as our implementation of Kalkbrener’s method running on a SPARC
10 station (it is difficult to be more acute since the material conditions are different). But
it would have been interesting to see more various examples (three of the five examples are
katsura which split only on the univariate polynomial of the Grobner base).

Some positive dimensional examples in [Gra95] appear in our tables (P1, P9, P11). It
seems that they are decomposed slower with the different variants in [Gra95] than with our
implementations of the methods of Kalkbrener, Lazard and Wang on a SPARC 10 station.

Dynamic evaluation: This method involves particular data-structures like the dynamic
sets and dynamic polynomials [Gom92]. Therefore it could not enter within our compara-
tive implementation. However we tested our examples with the implementation available in
AXIOM. This was performed under the same material conditions as our experiments with the
methods of Wu, Wang, Kalkbrener and Lazard. Our results show that dynamic evaluation
cannot actually compare with our implementations to compute triangular decompositions
of systems. The computations performed with dynamic evaluation are generally one or two
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order slower when they terminate. But note that dynamic evaluation is designed to deal with
more general subjects than polynomial system solving.

D. Wang: [Wan96] reports experiments with the methods of Wu and Wang. It concludes
that the different variants of Wu method which are studied are less efficient than the method
developped by Wang. These implementations do not use the notion of reduction (w.r.t. the
iterated initials) that we employ in our implementation. Our results hence complete the
comparison of [Wan96] and confirm that the decomposition into fine triangular systems
proposed by Wang is more efficient than the characteristic set method of Wu.

On the contrary of our implementation Wang uses factorization. Many of our examples
are in the tables given by [Wan96]. But the experimental conditions are different and it seems
difficult to compare the efficiency of our implementation with the results of [Wan96].

Ziming Li: In [Li95] is reported an efficient implementation of the characteristic set
method of Wu, based on SACLIB 1.2, which involves factorization, subresultant techniques
and modular algorithms. Li remarked that it is a difficult task to verify the correctness of
the triangular decompositions. We think that the tools that we have implemented for this
purpose are useful.

We don’t find any information about the outputs of the examples given in [Li95] but
we can take into account the timings since the computations are done with the same first
machine as our examples (SPARC 10 station). Li computes the example P1 slower than our
implementations. Example Z11 is decomposed slower than by our implementations of the
methods of Kalkbrener or Lazard. Example P16 is not computed while our implementations
of the methods of Wang or Kalkbrener are able to compute a triangulation. But Li decom-
poses efficiently the examples P3 and P13. He also succeed in computing a decomposition
of cyclicb that we do not compute.

7.6 Conclusions

Our conclusions are highly influenced by the way that we have implemented these four
methods, even if we have tried to limit the differences which are due only to the implemen-
tation.

For easy examples, we remark that all methods generally have good computing times
and that the legibility of the outputs that they produce is satisfactory. Nevertheless Wu’s
method fails in some rather easy zero-dimensional examples (Z8, Z14) and for both cases
of dimension zero and positive dimension, this method clearly solves less problems than the
other methods. Moreover, for the most difficult examples that Wu’s method can solve, the
outputs are hard to read (see P17). In our opinion, the reason is the following. Wu’s method
cannot split the computations (in order to obtain several triangular sets) before computing a
characteristic set of F' (which is sometimes hard to compute, especially for zero-dimensional
problems) whereas the other methods may split their computations earlier. More generally,
it seems that methods based on gcd computations over tower of simple extensions, namely
those of Lazard and Kalkbrener, may discover factorizations that other methods cannot find
(Z11).

Let us now concentrate on Wang’s method. This method may be very efficient for difficult
examples. Indeed, it has the best timings for the examples Z7, P15, P16 andP19. However
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the decompositions that it produces are generally less legible than the ones of Kalkbrener
and Lazard. Furthermore, as Wu’s method, the method of Wang is disappointing in some
easy examples, namely Z11 and P14.

Kalkbrener’s method is the only method which solves every example and often produces
the most concise outputs (except for Z11). Moreover, some examples (P13, P14) can only
be processed by this method. But one has to keep in mind that this method solves polyno-
mial systems in a more lazy way than the other three. Our strategy for this method is also
inefficient for some zero-dimensional examples (Z16) whereas Lazard and Wang’s method
succeeds with these examples. In some cases the gcd computations of this method may be
simplified a lot when a strong reduction is used. We think that the use of normalized trian-
gular sets in Lazard’s method is generally a good way to solve zero-dimensional problems.
This may replace big algebraic expressions by a single integer in zero-dimensional examples.

However, normalization and square-free factorization over tower of separable extensions
may be time consuming in Lazard’s method (P14). For describing affine varieties by means
of regular zeros of triangular sets, this method gives the best output. Moreover, this is the
only method which produces decompositions without redundant components.

We think that the methods based on ged computations over towers of extensions are
promising. The experiments show that they must be investigated further for more efficiency.
For problems of positive dimension, it appears that solving in the sense of the Zariski closure
as Kalkbrener’s method may be a good way to obtain a decomposition for the most difficult
ones. Such a decomposition may be sufficient for further uses. Decomposing in the sense of
the regular zeros as Lazard’s method needs more work in positive dimension and the ged
computations which sometimes may be prohibitive. We finally remark that for solving in the
sense of the regular zeros, Wang’s method is a powerful tool in some hard examples.
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Chapitre 8

Quelques applications

Résumé

Nous présentons quelques applications de nos implantations. Nous montrons d’abord
que les outils que nous avons développés s’appliquent efficacement en théorie de Galois pour
calculer les ensembles triangulaires normalisés séparables qui engendrent des idéaux de Galois
(voir le chapitre 6), en particulier I'idéal des relations entre les racines d’un polynéme donné.
Nous donnons des exemples de calcul pour des polynémes de degrés 7 et 8. Pour calculer
ces bases de Grobner triangulaires, nous obtenons en général des performances au moins
comparables a celles de logiciels réputés pour le calcul de bases de Grobner tels que MAGMA
et GB. Ces calculs n’étaient pas réalisables avec la méthode originale de Kalkbrener qui
utilise des chaines régulieres générales. Il faut absolument travailler dans ce domaine avec
des ensembles triangulaires normalisés pour obtenir un résultat, ce qui montre l'intérét de la
notion de normalisation de [Laz91a] et de notre algorithme de la section 5.3. De plus, nous
avons construit pour les idéaux de Galois un domaine AXIOM d’ensembles triangulaires qui
tient compte des spécificités de ces idéaux et entraine une meilleure efficacité.

D’autre part, avec des optimisations récentes, nous parvenons a une meilleure efficacité.
C’est ainsi que les temps de calcul de certains exemples donnés dans le chapitre 7 sont amé-
liorés. La décomposition d’une variété en clotures de zéros réguliers d’ensembles triangulaires
réguliers peut ainsi étre utilisée pour s’attaquer a des problemes intéressants. Nous présen-
tons par exemple un probleme réel traitant de la compression d’images par une méthode
exposée dans [FdASMR96]. On peut calculer directement une décomposition triangulaire du
systeme de départ dans certains cas, méme s’il est encore nécessaire de le résoudre en partant
d’une base de Grobner pour des systemes plus gros. Nous avons aussi utilisé nos méthodes
avec succes pour la résolution de problemes en mécanique céleste étudiés par 1. Kotsireas
([Kot98]. On obtient une solution complete pour des systemes de dimension zéro qui permet
immédiatement une exploitation numérique en un temps proche de celui du calcul d’une base
de Grobner avec le logiciel GB.
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8.1 Corps de décomposition d’'un polynome

Nous avons constaté expérimentalement que nos algorithmes de décomposition triangu-
laire sont un moyen efficace pour résoudre des systemes en théorie de Galois algébrique. Nous
nous intéressons dans cette section au probleme bien connu de la détermination de l’idéal
des relations entre les racines d’un polynome séparable f de k[X], ou plus généralement d'un
idéal de Galois de f (voir les définitions 6.2.1 et 6.2.2).

Rappelons notre résultat de structure du théoreme 6.5.4: un idéal de Galois I d’un
polynome f € k[X] de degré n est engendré par un ensemble triangulaire normalisé séparable
de P,. Rappelons aussi qu’un tel ensemble est une base de Grobner lexicographique de [
(voir la proposition 4 p. 103 de [CLO92]). On sait ainsi qu’une base de Grébner de I pourra
étre facilement construite a partir d’une décomposition triangulaire de I par restes chinois.
Dans le cas ou [ est un idéal de relations, alors I est maximal. Puisque sa variété associée est
irréductible, toute méthode qui décompose un systeme quelconque de générateurs de I en
ensembles triangulaires normalisés fournit donc la base de Grobner lexicographique minimale
de I (a un coefficient du corps de base pres).

Lorsque nous parlerons de décomposition triangulaire dans cette section, ce sera une
décomposition en ensembles triangulaires normalisés et séparables. Rappelons que les idéaux
sont tous de dimension zéro pour ces problemes.

A partir de nos algorithmes permettant de décomposer le radical d’un idéal en ensembles
triangulaires normalisés séparables, nous avons construit un nouveau domaine AXIOM d’en-
semble triangulaires appelé Galoisldeal qui prend en compte les spécificités des idéaux de Ga-
lois pour plus d’efficacité. Jusqu’a maintenant nous n’avons pu tester ce domaine qu’a partir
de quelques exemples de calcul d’idéaux de Galois que nous a fournis L. Ducos (Université de
Poitiers). Nous n’avons pas eu le temps d’en construire d’autres nous-meéme. Il s’agissait d’en
calculer la base de Grobner lexicographique (triangulaire) a partir des modules de Cauchy
d’un polynome donné et de plusieurs évaluations de facteurs de résolvantes. Le groupe de
Galois est dans ce type de probleme connu d’avance. L’objectif est généralement d’aboutir
a calculer le corps de décomposition du polynome pour envisager le calcul sur ce corps. Re-
marquons a ce sujet que les algorithmes que nous avons présentés permettent justement de
calculer sur un tel corps de décomposition. C’est méme un cas bien particulier puisqu’on
sait qu’aucun scindage n’est possible. A partir de notre domaine Galoisldeal on obtient donc
immédiatement en spécialisant notre algorithme split, un domaine dont les éléments sont des
ensembles triangulaires réguliers qui engendrent un idéal maximal de dimension zéro.

Les bases de Grobner lexicographiques des exemples traités ne se calculent pas facilement.
Leur structure triangulaire pourrait laisser penser qu’il vaut mieux les calculer directement
pour l'ordre lexicographique. En fait, on n’arrive a aucun résultat ainsi avec des logiciels
performants tels que GB et MAGMA. Il vaut mieux laisser MAGMA faire appel a sa stratégie
implantée par défaut, ou interviennent homogénéisation, calcul d’'une base pour l'ordre du
degré et changement d’ordre (algorithme du Gréobner Walk [CKM97]). De maniere similaire,
les résultats les plus probants ont été obtenus sur GB avec la stratégie décrite dans la sec-
tion 7.4 page 118. Les temps de calcul présentés dans cette partie ont été obtenus sur la

machine anne de I’'UMS MEDICIS (Dec Alpha EV56, 400 Mhz).

Considérons 'exemple le plus facile a résoudre pour notre implantation. Le but est de
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calculer I'idéal I des relations entre les racines du polynéme
=X —7X+1.

Les degrés des polynomes de la base de Grobner triangulaire T de 1’idéal I peuvent étre
connus a l'avance (voir le théoreme 6.5.4). Pour cet exemple, ils sont donnés par la liste
[7,6,1,4,1,1,1], en suivant 'ordre croissant des polynémes de 7.

Puisque I'idéal cherché est un idéal maximal, il est clair qu'une décomposition triangulaire
du systeme de départ ne fournira qu’un seul ensemble triangulaire en sortie. Puisque notre
implantation calcule des ensembles triangulaires normalisés séparables nous obtenons une
base de Grobner de I'idéal . Les résultats sont ainsi immédiatement vérifiables.

Notre implantation réalise le calcul de la base de Grobner de [ en 270 secondes alors
qu’il faut 430 secondes au logiciel MAGMA. Le choix d’une Dec Alpha pour réaliser nos tests
nous permet de disposer de résultats significatifs pour notre comparaison d’efficacité avec
MAGMA puisque son implantation est mieux optimisée pour ce type de machine que pour les
PC. Le calcul avec GB prend 1480 secondes avec la stratégie de la section 7.4. Nous avions
essayé auparavant de calculer les bases directement pour les ordres lexicographiques et du
degré sans y arriver en un temps raisonnable.

La série d’exemples suivants concerne le calcul d’idéaux de Galois associés au polynome
f2 de degré 7 suivant:

fo= X"+ X —12X° —7X* 4 28X% + 14X2 —9X +1 .

Nous donnons les temps de calcul en secondes dans le tableau ci-dessous. Deux des idéaux a
déterminer ne sont pas maximaux; dans ces deux cas le systeme ne se décompose pourtant
pas en plusieurs ensembles triangulaires avec notre implantation, et nous obtenons la encore
la base de Grobner lexicographique (¢ comme unique sortie. On remarquera que le systeme
qui n’admet aucun zéro est pourtant le plus long a calculer.

degrés des polynémes de ¢ Dec. Triangulaire | MAGMA
[7,6,1,4,1,1,1] 2630 2450
[7,2,1,1,1,1,1] 3490 4190
I =P; 3620 4730
[7,1,1,1,1,1,1] (idéal des relations) 2340 1040

Le dernier exemple est de degré 8. Il s’agit de calculer I'idéal des relations du polynome
fo = X®—8X74+28X% —54X° + 71X* —58X% +30X% — 10X +3.

Les degrés des polynomes de la base de Grobner triangulaire sont donnés par la liste
[8,1,6,4,1,2,1]. Alors que le calcul de la base de Grobner nécessite 74400 secondes sur
MAGMA et que nous n’avons pas obtenu de réponse apres plus de 2 jours de calcul sur GB,
notre implantation détermine cette base en 220 secondes seulement.
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8.2 Compression d’images

Dans [FdSMRY96] est présentée une méthode de compression d’images par bancs de filtres
a 'aide de méthodes symboliques. Apres tout un travail de mise en équations du probleme,
on aboutit a un systeme polynomial qu’il s’agit de résoudre. Pour finir, il faut déterminer la
dimension du systeme et I'existence de racines réelles.

Ce probleme a généré plusieurs systemes de dimension positive. Les bases de Grobner cor-
respondantes ont été calculées avec GB. L’utilisation de méthodes de décomposition trian-
gulaire sur la base de Grobner permet de passer a l'exploitation numérique des résultats.
Notons qu’il est possible pour les cas les plus accessibles de calculer directement (sans passer
par le calcul de base de Grébner) une décomposition triangulaire en saturés a ’aide de nos
implantations. C’est ainsi que nous obtenons pour le premier systeme, nommé f633, un résul-
tat en 2 secondes sur un Alpha 550 Mhz (exemple P13 du chapitre 7). Les zéros du systeme
peuvent étre représentés par I'unique ensemble triangulaire régulier séparable T' ci-dessous
dont le saturé est un idéal premier de dimension 2 sur le corps des complexes.

T = {((20uz® + 56 uy + 32) uz® + (32up® + 120 up® + 64 uy) us + 64 uy® + 32uy?) uy’
4+ ((52ug” + 120 ug + 32) usz” 4 (84 ug® + 201 uy® + 84 uy) us®
+ (32up® + 120 uy® + 52 uy®) uz)ug + (32 u2” + 64 us) us?
+ (64 uy” + 120 us” + 32us) us® + (32up* + 56 uy® + 20 uy?) us?,
(((4ug + 8)uz + 8ug) ug + Sugus) us + ((4ug + 8) uz + Sug) uy’
+ ((4ug + 8)us® + (4ux® + 13 uz) us) ug, 2us + 2us + 2uq +2uz + 2uy + 1,
g Uy — 1, us Us — 1, ug Uy — 1,
(8ug +8us+8us+4)Us + (8us +8us +4)Us + (8ug +4)Us + 4 Uy + 13,
206 +2Us + 22U+ 20U+ 20U, + 1}

A partir du second systeme (f744) ci-dessous

2ur +2ug + 2us +2us + 2uz + 2uz + 1,

20U 42U +2Us +2U,4 +2U5 +2U; + 1,

(8ur + 8ug) Us + (8ur + 8ug + 8us) Us + (8ur + Sug + S8us + 8uy) Us+

(8ur + 8ue + 8us + 8uy + 8usz) Us + (8ur + 8ug + 8us + 8uyg + 8usg + Sug) Uy — 17,
(8ug + 8us + 8ug + Suz + 8ua) Ur + (8us + 8us + 8ug + 8uz + 8uy) Us+

(8us + 8uy + 8us 4+ 8uz) Us + (8uyg + 8us + 8uy) Uy + (8us + 8uz) Us + 8uy Uy — 17,
(16 g Us + (16 g + 16 us) Uy + 8uy + 8uz + 8uy + 18) Us

+(16us Uy + 8us + 8ug + 18) Uy 4+ (8ug + 18) Us + 18U + 11,

(16us + 16us + 8) us Uy + (16 ug + 8) us + (16 ug + 8) uq) Us + (8us + 8uy + 8us) Us+
18us + 18wy + 18 usz + 18 uy + 11,

ug Uy — 1LyuzgUs — 1,ug Uy — Lus Us — 1,ug Ug — 1, ur Up — 1

notre implantation calcule directement un unique ensemble triangulaire dont le saturé est de
dimension 1, mais le temps de calcul monte a 500 secondes environ.
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8.3 Probleme des n-corps

On considere n particules de masses égales dans un espace euclidien de dimension n — 2
soumis a un champ de potentiel newtonien (correspondant aux lois de gravitation). Lorsque
les n corps forment une configuration centrale, c’est-a-dire quand la configuration des n-corps
reste constante au cours du temps, on cherche a déterminer les distances mutuelles entre les
particules.

L’étude du cas des configurations centrales est important car exploitable pour ’analyse
de configurations de corps célestes ou des orbites de collision des systemes gravitationnels en
expansion. De nombreux auteurs se sont donc intéressés a ce probleme. Les travaux de O.
Dziobeck, A. Albouy et A. Chenciner se basent sur 1'utilisation des distances mutuelles des
corps. Dans cette optique, 1. Kotsireas a récemment étudié le probleme a 1’aide de diverses
méthodes symboliques. Nos implantations permettent de résoudre certains problemes qu’il
a traité et que nous résumons ci-dessous. Pour une vision complete de ces problemes, nous
invitons le lecteur a se référer a [Kot98].

Pour n =4, A. Albouy a montré que toute configuration centrale pour des masses égales
admet au moins une symétrie (voir [Alb96]). Avec cette hypothese, le travail d’l. Kotsireas
permet de reformuler le systeme de polynomes de 6 équations a 6 inconnues qui modélise le
probleme. Il obtient alors le systeme &y ci-dessous a 3 inconnues :

—2p3—|-2p3¢3—4¢38p2—|-5¢383p—¢385
Sy —2s8p® — 24752+ st — 3%s%p + 2%
282 45t —4sip+p?+1+4p

Nous avons donc calculé une décomposition triangulaire de ce systeme en prenant l'ordre
¢ < s < p. La seule contrainte était de prendre ¢ comme plus petite variable en vue de
la recherche des solutions réelles effectives du probleme. En effet, cette variable représente
une distance du probleme alors que s et p représentent respectivement une somme et un
produit qui fourniront ensuite les autres distances mutuelles cherchées. L’implantation que
nous avons utilisée pour traiter les systemes proposés par 1. Kotsireas produit des ensembles
triangulaires ou le polynome de variable principale ¢ est irréductible. La décomposition ob-
tenue est composée de 4 ensembles triangulaires Ty, ..., Ty de hauteur maximale, autrement
dit la variété est de dimension zéro. Les sorties vérifient donc en fait la relation

V(S4) = Ui, V()

(voir la proposition 4.3.8) et I'idéal engendré par chaque T; est radical. On peut alors chercher
immédiatement les solutions réelles du systeme a partir des Tj. Les degrés des polynomes
de variable principale ¢ sont respectivement 2,2,2,37. Mis a part I’ensemble triangulaire
{¢,5* — 1, p}, les autres n’ont que des degrés principaux égaux a 1 pour les polyndémes de
variable principale autre que ¢.

Sur un Pentium Pro 200 Mhz de 'UMS Medicis, le calcul est effectué en moins d’une
minute, ce qui correspond au temps de calcul de la base de Grobner lexicographique par GB.
Précisons que la base de Grobner a été obtenue par un calcul de la base pour 'ordre du degré
suivi du changement d’ordre avec 'algorithme FGLM [FGLM93], le calcul direct étant trop
cotuteux.
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Notons que les améliorations apportées a nos implantations depuis le travail de compa-
raison expérimentale du chapitre 7 permettent d’obtenir une décomposition en un temps a
peine supérieur alors que la machine est bien moins performante (voir I'exemple Z6 dans la
section 7.4).

Passons maintenant au probleme de 5 corps dans ’espace. On ne dispose plus de théoreme
de symétrie comme dans le cas de 4 corps. Le probleme ne sera ici étudié que pour des
configurations centrales avec deux plans de symétrie. Le systeme S5 correspondant (exemple
Z7 de la section 7.4) obtenu par 1. Kotsireas est le suivant:

—4p2 +6p> +12p?sd® — 15 ps®d® + 3 psg® — s2¢% + 35797
Ss { —5pd® +6p°s + 9psie® + 552 — 35193
{ 344¢?+12p —12ps? — 6% + 35
L’implantation utilisée pour le systeme S, calcule en 280 secondes sur le méme Pentium
Pro 200 Mhz de I'UMS Medicis (amélioration ici encore par rapport aux résultats de la
section 7.4), la décomposition triangulaire suivante du systeme Ss:

o= {¢, " —1,p}

T, = {4¢* 43, s, p}

Ty = {3¢* —8,(462426738479771117590802463 ¢ — 755139701791779806812449772) s
+292712963312008689221647309 ¢ — 477998267487609840096356796,
(22376112898656308159617144216001691310274502660597076017633
3044495151998360686480031195851611252335741944596 — 36540039
35241132931039363887553838774319749659695274612531372032043
8142628641756413422882225836033664576396)p + 365400393524113
29310393638875538387743197496596952746125313720320438142628
641756413422882225836033664576396¢ — 59669634396416821758979
05124267117682739867376159220271368881186537386622951639467
4985560429667289531185224 1

Ty = {31104 ¢* — 2238678 ™ — 3172608 $*° + 4299696 7 + 82401057 $™ + 147278268 ¢
— 309919608 ¢*® — 865276476 ¢*° — 3800850210 ¢>* + 7126315778 ¢
+ 733665114 ¢*? + 50333677740 &> — 84536396175 ¢*° + 54761689638 ¢*°
— 407185692120 $** + 632999590560 ¢*7 — 588645975519 ¢*°
+ 2353657296636 ¢*° — 3242763707526 ¢** 4 3529599532956 ¢*3
— 9834864198930 ¢** + 10874183827806 ¢*' — 12929906294532 ¢*°
+ 25468176715884 19 — 20799000437175 ¢** + 26462275638408 ¢*7
— 32404595385312 ¢'° + 17924890161384 ¢'° — 24267247513272 ¢
+ 11128176042048 ' — 2859261720048 ¢'* + 1566352284768 o'

+ 8812742163408 ¢'° — 8998593854976 ¢? + 9865121279616 ¢°
— 9903015936000 ¢" 4 8795401003008 ¢° — 4873412542464 ¢°
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+ 6091765678080 qb4 — 949399584768 qu + 2724364025856 qbz + 495338913792,
f2(¢7 5)7 f3(¢7 Svp)}

o mdeg(f;) = mdeg(f3) = 1. Le degré de la variété est donc 51.

Pour comparaison, le calcul de la base de Grobner lexicographique est réalisé sur GB en
260 secondes, en utilisant un changement d’ordre comme pour le systeme &;. On obtient
ainsi sur un probleme réel une efficacité comparable au calcul d’une base de Grobner avec
des logiciels spécialisés. Il semble raisonnable de prétendre que nos méthodes peuvent étre
concurrentielles dans un certain nombre de cas, surtout si 1’on tient compte du fait que les
performances devraient étre nettement améliorées par un passage de nos implantations dans
un langage plus efficace que AXIOM.

Notons pour finir que "ordre des variables joue un role important pour 'efficacité de nos
méthodes. A cet effet, nous avons implanté un package de choix heuristique de 1’ordre dont
le principe est proposé par D. Wang dans [Wan92a]. Pour les deux problemes ci-dessus, si
on choisit 'ordre s < ¢ < p indiqué par notre package, on obtient alors une décomposition
plus rapidement qu'une base de Grobner avec GB. Le temps de calcul est approximativement
identique pour l"obtention de la base de Grobner alors que la décomposition triangulaire de
Sy est calculée en 20 sec. environ (3 fois plus vite que ci-dessus) et celle de S5 prend 45 sec
(6 fois plus vite que ci-dessus).
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Annexe A

Notions mathématiques

Ce chapitre présente les notions mathématiques que nous utilisons dans l'ouvrage et
rappelle certains résultats d’algebre commutative sur lesquels nous nous appuyons.

La premiere section est consacrée aux généralités sur les idéaux. La section 2 traite
des anneaux de fractions. Les algorithmes qui sont présentés dans le chapitre 5 travaillent
en fait implicitement dans un anneau total de fractions associé a un ensemble triangulaire
de polynomes. Le lecteur dispose dans cette section assez détaillée de tous les éléments
nécessaires a la compréhension des résultats du chapitre 4 qui utilisent le passage dans un
anneau de fractions. La section 3 rappelle la notion de hauteur pour les idéaux, et la section
4 celle de suite réguliere dans un anneau. Les suites régulieres sont un moyen d’étudier la
hauteur des idéaux premiers associés a un idéal lorsqu’on est dans un anneau de Macaulay.
Nous nous en servons pour montrer le résultat d’équidimensionnalité du théoreme 4.1.4.

A.1 Idéaux

Soit / un idéal de A. Pour tout élément a de A, on désigne par @’ I'image par I’homomor-
phisme surjectif canonique de A dans ’anneau quotient A//. L’ensemble des idéaux premiers
de A, appelé spectre de A, est noté spec(A).

Rappelons que les idéaux premiers présentent la propriété bien connue ci-dessous qui est

souvent employée en algebre commutative (voir par exemple [AM69] prop. 1.11 p.8).

Proposition A.1.1 Soit A un anneau et I un idéal de A contenu dans une union finie
d’idéauz premiers U;P;. Alors I est inclus dans ['un des P;. D’autre part, si un idéal premier
P contient une intersection finie N;1; d’idéauxr de A alors P contient 'un des I;. Kt cette
inclusion est une égalité lorsque P = N;1;.

Lorsque deux idéaux [ et J de A vérifient [+.J = A, on dit qu’ils sont comazimauz. 1l est
clair que deux idéaux maximaux distincts sont comaximaux. On dispose alors du théoreme
des restes chinois ci-dessous.

Proposition A.1.2 (restes chinois) Soit A un anneau et I, ..., 1, des idéaux de A deux
a dewr comazimaux. Alors NVo_I[; = 1 Iy... I, et A/l ~ A/l x...x AL, .

Preuve. voir [Zip93] p. 227. 0
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Soit A et B deux anneaux et ¢ un homomorphisme d’anneaux unitaires de A dans B.
On s’intéressera plus loin au cas ou B est un anneau de fractions de A et a celui ou B est
I’anneau polynomial A[X]. Dans la situation ci-dessus, si [ est un idéal de A alors 1'idéal
I° = (p(1)) g est appelé extension de I. Si I’ est un idéal de B, l'idéal I = @7 (I') est
appelé contraction de I'.

Remarque A.1.3 Lorsque A est un sous-anneau de B on prend naturellement pour ¢
I’application identité de A dans B. On a ainsi I’® = I'N A. Nous rencontrerons cette situation
avec les anneaux de polynémes A[X].

Les propriétés générales ci-dessous se vérifient alors facilement.

Proposition A.1.4 Soit A et B deux anneaux. Avec les notations d’extension et de contrac-
tion définies ci-dessus, on a:

() 1C I e C 1
(ii) (I + I)* = It + I
(iii) (L 1) = I¢I

(iv) (I, N 1) C IEn I
() (VIy € VT

(vi) (I'0J")e = (I A %)

(vii) (VT = VT".

A.1.1 1Idéal quotient et idéal saturé

Notation A.1.5 Soit I' un sous-ensemble de 'anneau A et I un idéal de A. On note [ : F
Uensemble I : F={a € A|(VfeF) fael}. St F={f} alors on écrit simplement I : f.

En notant Fa I’ensemble des produits de a par un élément de I, on peut aussi écrire que
I:F={a€ A| FaC I}. On vérifie alors aisément que [ : F' est un idéal de A tel que:

~siFFClalorsl:F=A,
—si F'¢ [ alors I : F est un idéal propre de A qui contient 'idéal 1.

De plus, il est clair que si Iy C I alors (I3 : F') C (I : F).

Définition A.1.6 Si [ et J sont des idéaux de A on dit que Uidéal I : J est [idéal quotient
de I par J.
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([ . Fl) . F2 = TI: (FlFQ) . (Ag)
Lemme A.1.7 Soit I un idéal de A et F une partie de A. Alors /T F C\I:F.

Preuve. Soit a € /I : F. 1l existe m € N tel que ¢™ € [ : F. Pour tout f € F on a
fa™ € I donc (fa)™ € I, autrement dit fa € VI.On aainsi a € VI: F. a

Remarque A.1.8 L’inclusion du lemme A.1.7 n’est pas en général une égalité. Il suffit de
prendre par exemple I = (2?z3) et F' = {x;} dans Py. On a ainsi [ : F = (x,23) d’ou

VI F = (x25) alors que VI F = (x2)

Proposition A.1.9 Soit [ un idéal de A et F' une partie de A. Si [ est radical alors Uidéal
I : F est radical.

Preuve. Il suffit de montrer que v/1: F C I : F. Puisque /I = I, le résultat est une

conséquence directe du lemme A.1.7. O

La notion d’idéal quotient est utile pour étudier la différence ensembliste de deux k-
variétés. Généralement une différence de deux variétés n’est pas une variété. Considérons
par exemple dans K? les variétés V) = V(ay2,) et Vo = V(zy). L'ensemble W = Vi \ 1,
correspond a ’axe Ox; privé de 'origine. On peut vérifier que W n’est pas une variété, mais
on constate qu’il manque peu de chose pour en faire une variété, a savoir ’ensemble des zéros
de xy. Lorsque le corps K est algébriquement clos ce phénomene s’explique avec la notion
de cloture de Zariski (définition 1.1.6) comme le précise le théoreme suivant.

Théoreme A.1.10 Soit [ un idéal de P, et F' une partie de P,,. On a
Vi(D\ Vk(F) S Vi(I: F) .

De plus, si K est algébriquement clos et 1 est un idéal radical, alors

Vi(D\Vg(F)=Vg(I:F).

Preuve. Pour le premier résultat, il suffit de prouver que Vi (I)\ Vi (F) C V(I : F).
Soit ( € Vi(I)\ Vi (F) et p € [ : F. Puisque ( n’appartient pas a Vi (F), il existe un
polynome ¢ de F' tel que ¢(¢) # 0. D’autre part, on a gp € [ donc ¢(¢)p(¢) = 0. On en
conclut que ¢ est un zéro de p dans K.

Supposons maintenant que K soit algébriquement clos et que [ soit radical. Il ne reste
a prouver que 'inclusion réciproque. Soit p un élément de Idy (Vi () \ Vi(F)) et ¢ € F.
Pour ¢ € Vi(I), si on a g(¢) # 0 alors ( € Vi(I)\ Vi (F) donc p(¢) = 0. On en déduit
qp € Id, (Vi (1)) puis gp € VI selon le Nullstellensatz (théoreme 1.2.1) . On a par hypothése
I = /I donc p € I : F. Par conséquent Id,(Vk(I)\ Vk(F)) C I : F dou Vg(I[:F) C
Vi (Idp (Vi (1) \ Vi (I7)). O
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Proposition A.1.11 Soit Q) un idéal P-primaire de A et a € A. On a:
—sia € Q) alors Q) : a = A,
—sia & Q alors Q : a est P-primaire,

—sia @ P alors Q:a= Q.

Preuve. La premiere affirmation est claire. Le troisieme point découle immédiatement de la
définition d’un idéal primaire. Pour prouver la deuxieme affirmation on considere xy € @) : a.
Supposons que y € P. Comme (ax)y € () et () primaire, on obtient ax € @, c’est-a-dire
r € () : a. Par conséquent () : a est primaire. De plus, pour x € ) : a 'hypothese a & @)
entraine que x € P. On a ainsi Q € Q : a C P. Par passage au radical on trouve \/Q : a = P.
O

La notion de saturé d’un idéal rappelée ci-dessous présente des similarités avec celle d’idéal
quotient. Elle intervient dans tout ce qui touche aux ensembles triangulaires de polynémes
que nous manipulons dans les algorithmes de résolution de systemes algébriques.

Définition A.1.12 Soit f € A. On appelle saturé de I par f la partie de A notée I : f>
définie par
I:f*={acA|(AmeN) ffael}.

On constate aisément que le saturé de [ par f est un idéal de A contenant [ et qui vérifie
les propriétés suivantes :

- Si I CJalors (:f*)C(J: f>),
— (L) f52 =1 (fufa)™

Proposition A.1.13 Pour des idéaux [ et J de A et un élément f de A, les relations
suivantes sont vérifices :

@) (InJ):f= =)0l ),
(id) (I:f=)+(J:f=) C (I+J): f>

Preuve. Montrons 1’égalité (¢). L’inclusion (I N.J) C [ donne immédiatement (I N .J) :
f° C I: f. On obtient de méme (I N.J): f> C J: f*, ce qui prouve l'inclusion directe.
Réciproquement, si @ € (I : f*) N (J : f) alors il existe deux entiers m et n tels que
fmfaelet frae J.On adonc f""a € (INJ), cest-a~dire a € (I NJ): f°.

L’inclusion (u7) est évidente en se servant du fait que I'inclusion est conservée par passage
aux saturés. O
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Soit [ un idéal de A et f € A. En utilisant les propriétés ci-dessus, on peut construire la
suite croissante d’idéaux suivante :

ICI:fCI:f*...Cl:fiC...C1:f>. (A.4)

On en déduit le résultat bien connu que si A est un anneau noethérien alors il existe un
entier mg tel que [ : f* = 1: fm,

Dans le cas particulier ou [ est radical, la proposition A.1.14 suivante précise que les
inclusions de la chaine croissante d’idéaux (A.4) sont quasiment toutes des égalités. Une
comparaison avec le lemme A.1.7 permet de constater que le passage au radical s’effectue de
fagon plus satisfaisante pour les saturés que pour les idéaux quotients.

Proposition A.1.14 Soit [ un idéal de A et f € A. Pour tout entier strictement positif m
on a

() VI:f*=VI:f"=VI:f,
(i) VT:Fo =\1:f*=I:f.
Preuve. Soit m un entier strictement positif. L’inclusion v/ : f C /T : f™ est triviale.
Réciproquement, si a € /1 : f alors f™a € VI. On a donc (fa)™ € VI, ot fa € VI, et
par conséquent a € /T : f. On a ainsi montré /T : f™ = /T : f. Mais le fait que m soit fixé
n’a pas été utilisé; de la méme maniére on obtient donc V7 : > =+/T: f.
Pour la partie (i¢) nous n’avons plus a montrer que la premiere égalité. L’inclusion directe
s’obtient facilement de la méme maniere que dans le lemme A.1.7 en remplacant F' par f.

Réciproquement, si a € /1 : f alors fa € V/I. Il existe ainsi un entier m tel que (fa)™ € 1.
Par conséquent a” € [ : f* d’ou a € /1 : f>. a

Le cas des idéaux primaires étudié dans la proposition ci-dessous sera exploité dans les
anneaux noethériens.

Proposition A.1.15 Soit Q un idéal primaire de A el P = \/Q. Soit h un élément de A.
Alors

(1) heP=>Q:h~=A

(i) heP=Q:h*=0Q

Preuve. Supposons que h € P. Il existe m € N tel que ™ € (). Par conséquent pour tout
a€ A onah™a€@,doncac Q:h™, cequi montre (7).

Considérons maintenant un élément i de A tel que h ¢ P. On a trivialement ) C Q : h™.
Réciproquement, sia € ) : h* alors il existe m € Ntel que h"a € Q). L'idéal () étant primaire
et h” € P, on obtient a € ). Par conséquent () : b = Q). a

Finalement, pour un idéal I et un polynome f donnés dans P, le passage au saturé
permet d’étudier les zéros de I qui ne sont pas zéros de f en s’affranchissant de I'hypothese
de radicalité du théoreme A.1.10.

Proposition A.1.16 Soit I un idéal de P, et f € P,. Si K est algébriquement clos alors
Vie(L: f) = V() \ Vi(f) .
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Preuve. Puisque K est algébriquement clos on a V(I : f*) = Vi (/1 : f>). 1l résulte
de la proposition A.1.14 que V(I : f°) = Vi (/1 : f). En appliquant le théoréme A.1.10

on obtient alors ’égalité voulue. O

A.1.2 Décomposition primaire

Dans cette partie, I’anneau A est supposé noethérien.

Définition A.1.17 Si Q,...,Q sont des idéaux primaires d’un anneau noethérien A on
dit que I = N:_,Q; est une décomposition primaire de [idéal I. Si, de plus, les \/Q); sont
tous distinets et Q; P NjzQ; (1 <1 <s), alors la décomposition primaire est dite minimale
(ou réduite).

Rappelons que dans un anneau noethérien tout idéal propre admet une décomposition
primaire minimale. De plus, le premier théoreme d’unicité affirme que pour une décompo-
sition primaire minimale I = N?_;Q); , le nombre de composantes et I’ensemble des idéaux

premiers {\/Q1,...,/Qs} ne dépendent pas de la décomposition choisie (voir [AM69] p. 52),

ce qui justifie la définition ci-dessous.

Définition A.1.18 Si [ = N3_,Q); est une décomposition primaire minimale de I alors les
idéaur premiers P; = \/Q; sont appelés idéaux premiers associés a I. L’ensemble des idéaux
premiers associés a I est noté ass(l). Les €léments minimaux de ass(I) pour Uinclusion sont
dits idéaux premiers isolés de [ et les autres sont dits immergés. Une composante primaire ();
de I est dite isolée (resp. immergée) si son radical est un idéal premier isolé (resp. immergé)

de I.

Remarque A.1.19 Reprenons les notations de la définition A.1.18. Etant donné que lors-
qu'un idéal premier P contient I'idéal [ alors il contient I'un des P; (proposition A.1.1), les
idéaux premiers isolés d’un idéal I sont les éléments minimaux de la famille des idéaux pre-
miers de A qui contiennent [. D’autre part, un idéal I est radical si et seulement si tous les
idéaux primaires ()1, ..., sont premiers. Dans ce cas, il est clair que les idéaux premiers
associés a [ sont tous isolés.

Par passage au radical, une décomposition primaire minimale de / donne une décompo-
sition primaire de /1, dont les composantes sont les idéaux premiers associés a I. Mais la
décomposition de v/T ainsi obtenue n’est pas forcément minimale. Il faut donc prendre garde
a ne pas confondre ass(I) et ass(v/1). L’exemple élémentaire suivant illustre cette remarque :

Considérons les idéaux ¢y = (v1) et Q2 = <:1;1,:1;2>2 dans P;. On vérifie sans peine que
ces idéaux sont primaires. Soit I = ()1 N),. Cette décomposition primaire de [ est minimale
et ass(/) = {(x1), (21, 22)}. Mais par passage au radical, on a VI = (x1) N (x1,22) = (21)
puisque (x1) C (x1,22). On trouve alors ass(\/T) = {(x1)}.

Nous montrons dans le chapitre 4 que I'idéal que nous associons a un ensemble triangulaire
de polynomes de P, n’a que des composantes primaires isolées. Par conséquent, son ensemble
des 1déaux premiers associés n’est pas modifié par passage au radical.
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La proposition ci-dessous décrit la décomposition primaire du saturé d’un idéal par un
élément de A. Nous 'utiliserons couramment par la suite.

Proposition A.1.20 Soit [ un idéal d’un anneau noethérien A et h un élément de A. Soit
I=Q1NQN...NQ,...NQs une décomposition primaire de I, ordonnée de sorte que pour

JEe[l,r]onah &.,/Q;, et pourj €[r+1,s] onah € ./Q;. Alors
1:h™° = ﬂ Q]‘.
7=1

De plus, si la décomposition primaire de [ est minimale alors la décomposition de I : h™
ainst obtenue est minimale.

Preuve. Avec la proposition A.1.13 on obtient [ : 2% = (N°_,Q;) : h™ = N3, (Q; : k™).
La proposition A.1.15 entraine alors immédiatement la décomposition voulue. De plus, si la
décomposition primaire de [ est minimale, alors les \/67] sont tous distincts et pour tout j
on a (N;2;Q;) € Q;. Ces deux propriétés sont évidemment conservées dans la décomposition
primaire de [ : h* obtenue. Celle-ci est donc minimale. O

Le corollaire suivant est une conséquence directe de la proposition A.1.20.

Corollaire A.1.21 Soit h un élément de A. Alors I : h*™ = [ si et seulement si h n’appar-
tient a aucun idéal premier associé a I.

La proposition A.1.22 ci-dessous caractérise les idéaux premiers associés. Elle est fonda-
mentale et induit le résultat classique de la proposition A.1.23 dont il est fait régulierement
usage dans tout le document.

Proposition A.1.22 Soit [ un idéal propre dans un anneau noethérien A. Si P est un idéal
premier de A alors P € ass([) si et seulement si il existe a € A tel que P =1 : a.

Preuve. Soit I = N7.,Q; une décomposition primaire minimale de /. Prenons P = N{R
sans perte de généralité. Rappelons qu’il existe [ tel que P' C () puisque A est noethérien
([vdW91] théoreme 5 p. 125). La décomposition primaire de [ étant minimale, il existe
b e N1Q; tel que b & Q. On a ainsi Qb C I donc P'b C I. Notons ( le plus petit des
entiers [ tels que P'b C I. On prend alors a € P*"b tel que a & I. Il est facile de voir
que a € Q;. Pour x € I : a, la relation ax € I C () entraine donc @ € P, ce qui prouve
[:a CP.Dautre part ona Pa CPbC [doncPCl:aetP=1:a.

Supposons maintenant que P = [ : a. Il résulte alors de la proposition A.1.20 que
P =N Q;:a.llexiste donc j tel que P = (Q); : a (proposition A.1.1), ce qui entraine

/@ € P . Dautre part, si b € P alors ab € ;. On a forcément a ¢ (); sinon on aurait
P = A. On en déduit que b € /Q);, d'ou P C /(); pour finir. O

Proposition A.1.23 Soit I un idéal propre d’un anneau noethérien A. L’ensemble des di-
viseurs de zéro modulo I correspond a la réunion des idéaux premiers associés a I.

Preuve. On note [ = NZ_;@Q); une décomposition primaire réduite de I. Soit « € Div(A/[).
Il existe b & I tel que ab € [I. 1l existe donc un indice ¢ tel que b € Q; et ab € Q);. On en
déduit a € \/@);. La réciproque se déduit directement de la proposition A.1.22. a
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A.2 Anneaux de fractions

Nous utiliserons dans le chapitre 4 le passage dans un anneau de fractions pour prouver un
résultat d’équidimensionnalité. La notion d’anneau de fractions généralise celle bien connue
de corps des fractions d’'un anneau integre. Soit A un anneau commutatif et S une partie
multiplicativement close de A, c’est-a-dire que 1 € S et que le produit de deux éléments de
S appartient a S. La relation ~ sur A x S définie par (ay, s1) ~ (az,s2) si il existe u € S
tel que u(sya; — s1ag) = 0 est une relation d’équivalence. On note la classe d’équivalence
de (a,s) € A x S par afs. Un élément de a de A peut étre identifié a a/1. L’ensemble
des classes d’équivalence est noté S™1A. L’ensemble de ces fractions a numérateur dans A
et a dénominateur dans 5, peut étre muni d’une structure d’anneau avec ’addition et la
mutiplication usuelle sur les fractions.

Définition A.2.1 L’anneau S™'A ci-dessus est appelé anneau des fractions de A relative-
ment a S. Lorsque S est le complémentaire dans A d’un idéal premier P, Uanneau S™'A est
noté Ap et aussi appelé anneau local de P.

Remarque A.2.2 On dispose d’'un homomorphisme d’anneaux naturel A\s : a = a/1 de A
dans S71A tel que I'image de tout élément de S est inversible dans S7'A. Le noyau de \s
est I’ensemble des éléments a € A pour lesquels il existe u € S tel que ua = 0. Ainsi Ag est
injectif si et seulement si S N Div(A) = (). De plus, tout élément a/s de S™'A peut s’écrire

)\5(61))\5(8)_1.

Définition A.2.3 L’ensemble des éléments réguliers de A (¢’est-a-dire les €léments de A qui
ne sont pas diviseurs de z€ro), qu’on note reg(A), est une partie multiplicativement close de
A. L’anneau des fractions de A relativement a reg(A) est appelé anneau total des fractions
de A. On le désigne par fr(A). Cet anneau a la propriété que tout élément régulier de fr(A)
admet un inverse dans fr(A).

Dans la suite nous dirons simplement partie multiplicative de A au lieu de partie multipli-
cativement close. Les parties multiplicatives que nous emploierons dans le chapitre consacré
aux ensembles triangulaires seront en général saturées.

Définition A.2.4 Une partie multiplicative S de A est dite saturée si pour tout couple
(a1,aq) d’éléments de A on a: ajaz € S = a; € S et ag €5.

Les parties multiplicatives saturées sont caractérisées comme suit (voir théoreme 2 p.2

dans [Kap74]).

Proposition A.2.5 Une partie multiplicative S de A est saturée si et seulement si A\ S
est une réunion (€ventuellement vide) d’idéaux premiers de A.

Rappelons la “propriété universelle” pour les anneaux de fractions.

Théoréme A.2.6 Soit S une partie multiplicative de U'anneau A et As : A — S™LA Uhomo-
morphisme canonique. Si f : A — B est un homomorphisme d’anneaux tel que f(s) est in-
versible pour tout s € S, alors il existe un unique homomorphisme d’anneauz f: S A — B
tel que f = fods. En fait, f est défini par f(a/s) = f(a)f(s)™' pour tout a € A et tout
s€S.



L Aesde 4 ALEILIR UL AN L1 A UVINITW

Preuve. Montrons d’abord que f ci-dessus est bien défini. On considere a/s = b/t dans
S~ A. Tl existe donc u € S tel que u(at—bs) = 0. On aainsi f(u)(f(a)f(¢)—f(b)f(s)) = 0. Les
images f(s), f(t) et f(u) étant inversibles par hypothese, on multiplie I’égalité précédente par
'inverse de leur produit pour en déduire f(a)f(s)™' = f(b)f(¢t)~'. On vérifie sans peine que
f est bien un homomorphisme d’anneaux. Supposons maintenant que g : S™'A — B soit un
morphisme tel que f = goAs. Pour s € Sonaalors 1g = g(1) = g(s/1)g(1/s) = f(s)g(1/s).
Par conséquent g(1/s) = f(s)™'. Il en découle pour a/s € S™'A que g(a/s) = g(a/1)g(1/s) =

f(a)f(s)7", donc g = f. O

Remarque A.2.7 Avec les notations du théoreme A.2.6, la définition de f entraine immé-
diatement que si f est injectif (resp. surjectif) alors f est injectif (resp. surjectif).

Avec le théoreme A.2.6, on montre facilement que les propriétés de ’lhomomorphisme ca-
nonique g données dans la remarque A.2.2 permettent de déterminer S7!A & isomorphisme
pres, comme il est précisé ci-dessous.

Proposition A.2.8 Soit S une partie multiplicative de A et As ’homomorphisme canonique
de A dans ST'A. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneauz tel que:

(i) les éléments de f(S) sont inversibles dans B,
(ii) sia € Ker(f) alors il existe s € S tel que sa =0,
(iii) tout élément de B peut s’écrire f(a)f(s)™" aveca € A et s € S.

Alors il existe un unique isomorphisme f de S™'A dans B tel que f = fo \s.

Preuve. D’apres le théoreme A.2.6 on dispose d’un unique homomorphisme f: S™'A — B
tel que f(a/s) = f(a)f(s)7L. Sia/s € S7LA vérifie f(a/s) = 0, on a donc f(a) = 0. Il résulte
alors de I'hypothese (i7) que a/s = 0, ce qui prouve Iinjectivité de f. L’hypothese (ii7)
entraine ensuite clairement la surjectivité de f. a

Proposition A.2.9 Soit S et T deux parties multiplicatives d’un anneau A telles que S C T'.
On note T" limage de T' dans S™'A par \s. Alors

T'A ~ 77718714 .

Preuve. On considere le morphisme naturel A/ : S7'A — T71A qui, a a/s € S™' A associe
a/s dans T~ A. 1l suffit de vérifier que Ay vérifie les conditions de la proposition A.2.8 pour
la partie multiplicative 7. Tout élément de T" s’écrit ¢/1 et son image par A est donc
inversible, ce qui prouve (¢). Montrons (iz). Si Ap/(a/s) = 0 alors il existe ¢t € T tel que
ta = 0. L’élément ¢/1 dans S~'A appartient & T’ et vérifie (¢/1)(a/s) = 0. L’assertion (i1i)
est claire puisque tout élément de T~'A peut s’écrire a/t = (a/1)(¢/1)7". 0

Nous rappelons dans ce qui suit les propriétés des idéaux dans les anneaux de fractions.
Les notations d’extension et de contraction introduites au début de la section A.1 sont ici
relatives a I’lhomomorphisme canonique Ag : @ — a/1 déerit plus haut. Ainsi, pour tout idéal
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I de A on désigne par [ I'idéal engendré dans S~ A par As(I), et pour tout idéal I’ de S~ A
on désigne par I'° I'idéal A5'(1').

Proposition A.2.10 Soit S une partie multiplicative d’un anneau A. Soit I un idéal de A.
Alors Uidéal 1¢ de S™1A vérifie

I ={afs,acletseS}.

Preuve. Soit o un élément de ¢, Alors il existe ay,...,a, € [ et by/s1,...,b, /s, € STLA
tels que o = Y70, (b;/s;)(a;/1) = 327 (bja;/s;). On met le membre droit de I’égalité sur
un méme dénominateur s € S (puisque S est une partie multiplicative), et on en déduit
I'inclusion directe. Quant a I'inclusion inverse, elle est claire. a

Chaque classe de [° peut s’écrire comme quotient d’un élément de I par un élément de
S, mais cela ne signifie pas pas pour autant que toute représentation a/s d’un élément de [°
est telle que a appartient a I. Nous verrons plus bas qu’un tel résultat sera vérifié dans le
cas ou [ est primaire, mais ce n’est pas le cas en général.

Proposition A.2.11 Soit S une partie multiplicative d’un anneau A et I un idéal de A.
Alors
I = {acA|(Fs€S) sael}.

Preuve. Soit ¢ € A. Il résulte de la proposition A.2.10 que a € [*° si et seulement si il
existe b € [ et t € S tels que a/1 = b/t. Par définition de la relation d’équivalence ~ il existe
alors u € S tel que u(at —b) = 0. En posant s = ut on en déduit que sa € [. Comme s € 5
puisque S est une partie multiplicative, on a prouvé l'inclusion directe dans le corollaire.
Réciproquement, si sa € [ pour un élément s de S, alors a/1 = (sa)/s appartient a [°. O

Corollaire A.2.12 Soit [ un idéal de l'anneau A et S une partie multiplicative de A. Alors
on al®=S"1A si et seulement si I NS # (.

Preuve. Dire que ¢ = S71A revient a dire que 1 € I°°. On vérifie immédiatement avec
I’expression de la proposition A.2.11 que cela équivaut a une intersection non vide de I N S.
O

Proposition A.2.13 Soit [ un idéal d’un anneau A et S une partie multiplicative de A.
On note S Uimage de S dans Uanneau quotient A/I. Alors S est une partie multiplicative

de A/l et
STHA) = (ST A)/I° .

Preuve. Le fait que S soit une partie multiplicative de A/I est trivial. On considere 1’ho-
momorphisme g : A — S™'A/I° obtenu par composition du morphisme canonique de A
dans S7'A et de la surjection canonique de S™'A dans ST'A/I°. On a Ker(g) = [ =
{a € A|(3s € S) sa € I}. On en déduit un morphisme f : A/T — S™TA/I® tel que
Ker(f) ={a e A/l | (Fs € S)5a = 0}. La condition (i7) de la proposition A.2.8 est donc
satisfaite pour f. Les deux autres conditions de cette proposition se vérifient sans difficulté
en utilisant la relation f(@) = g(a). O
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Dans les anneaux de fractions, les extensions d’idéaux ont des propriétés plus fortes que
dans le cas général décrit dans la proposition A.1.4. On a ainsi:

Proposition A.2.14 Soit S une partie multiplicative d’un anneau A. Soit I et J deux idéauz
de A. Alors on a

(i) (INJ)=I°nJe,
(i1) (V) = VT.

Preuve. Notons que les inclusions directes sont données dans les deux cas par la proposition
A.1.4. 1] ne reste plus qu’a prouver les inclusions réciproques. Commencons naturellement
par (i). Soit « € I°NJ° On adonc o =a/s =b/t ou a € [ et b € J, tandis que s et ¢ sont
des éléments de S. Il existe donc u € S tel que u(at —bs) = 0. Etant donné que uta = —usb,
il en résulte que uta € J. On a ainsi uta € I N .J. On peut alors écrire o = (uta)/(uts), ce
qui prouve que a € (I N .J)°.

Passons a (i¢) et considérons a € V¢ avec a = a/s ot a € [ et s € S. Il existe un entier
m tel que o™ € [¢. On peut alors écrire ™ = b/t avec b € [ et t € S. On en déduit alors
qu’il existe u € S tel que u(a™t —bs™) = 0. On obtient facilement uta™ € I, d’ou (uta)™ € I
c’est-a-dire uta € vI. Comme o s’écrit (uta)/(uts), on a o € (\/7)e O

Lorsque A est un anneau noethérien, on montre facilement que tout anneau de fractions
S7tA est noethérien. Pour un idéal I de A on peut alors exprimer les décompositions pri-
maires minimales de [° et de I°° en fonction d’une décomposition primaire minimale de [.
Ce lien est rappelé dans la proposition A.2.22.

Lemme A.2.15 Soit Q un idéal primaire de A et P son radical. Alors Q NS = () si et
seulement st PN S = ().

Preuve. On montre que PN S est non vide si et seulement si () NS est non vide. Supposons
PNS # ) et considérons un élément a de PN S. Il existe un entier m tel que a™ € Q. Puisque
S est une partie multiplicative on a donc @™ € @ N S et ) NS non vide. La réciproque est
évidente. O

Proposition A.2.16 Soit () un idéal primaire de A tel que Q NS = (). Alors toute repré-
sentation a/s d’un élément de Q° est telle que a € Q).

Preuve. Soit a/s une représentation de a € Q°. 1l existe b € Q) et t € S tels que a = b/t.
Par conséquent il existe u € S tel que u(at — bs) = 0, et donc aut € Q. Comme ut € S5,
I’hypothese et le lemme A.2.15 assurent que ut & \/Q. Lidéal () étant primaire, on en déduit
a € Q. O

Proposition A.2.17 Soit ) un idéal primaire de A. St QNS =0 alors Q° = Q).

Preuve. Seule l'inclusion directe est a montrer. Supposons que a € QQ°°. Puisque Q°*° = @)
on a a/l € Q°. Par conséquent a € () d’apres la proposition A.2.16. a
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Proposition A.2.18 Soit P un idéal premier de A tel que PNS = 0. Alors P est un idéal
premier de STTA.

Preuve. D’abord I'idéal P¢ est un idéal propre d’apres le corollaire A.2.12. Considérons
alors a et 3 dans S™'A tels que a8 € P*. Soit (a/s) et (b/t) des représentations de o et /3
respectivement. On déduit de la proposition A.2.16 que ab € P. Puisque P est premier on
obtient @ € P ou b € P. Par conséquent « ou (3 appartient a P. O

Proposition A.2.19 Soit ) un idéal P-primaire de A tel que QNS = 0. Alors Q° est un
idéal Pe-primaire de ST A.

Preuve. On opere de la méme facon que dans la proposition A.2.18 pour montrer que ¢)°
est primaire. Puis on utilise le point (iz) de la proposition A.2.14 pour obtenir le radical de

Q°. 0

Proposition A.2.20 Soit P' un idéal premier de STYA. Alors P'° est un idéal premier de
A tel que SNP = 1. De plus, on a P'“ =P,

Preuve. C’est un fait bien connu que l'image réciproque d’un idéal premier par un ho-
momorphisme est un idéal premier. Supposons que S NP # (). Comme en toute généralité
P C P!, alors P’ = ST A, en contradiction avec ’hypothese. On en déduit que SNP = (.
I ne reste plus en fait qu’a montrer P C P’'*“. Soit a/s € P" avec s € S. Comme s est
inversible dans S™'A, on a a/1 = (a/s)(s/1). Il en résulte a € P’ puis a € P'°. Le résultat
s’obtient alors immédiatement. O

Proposition A.2.21 L’extension et la contraction définissent une bijection entre spec(S™A)
et l'ensemble p des idéaux premiers de A qui sont disjoints de 5.

Preuve. La proposition A.2.18 montre que 'extension est une application de p vers le
spectre de S71A. (Pest une surjection d’apres la proposition A.2.20. Pour vérifier I'injectivité,
on considere Py et P, dans p tels que Py = Ps. La proposition A.2.17 entraine alors P; = Ps.
O

Proposition A.2.22 Soit A un anneau noethérien. Soit [ = Q1 N...N G N...NQ, une
décomposition primaire d’un idéal I de A telle que Q;NS = () pour tout i € [1,1] et Q;NS #
pour tout i € [l +1,m]. Sil =0 alors [° = ST'A et 1°° = A. Sinon, on a les décompositions
primaires suivanles:

F = Qn...nQ°,
I = Qin...nQ .

De plus, si la décomposition de I est minimale alors les deux autres le sont aussi.

Preuve. Le cas ! = 0 étant clair, examinons la premiere égalité. Elle s’obtient a I'aide de la
proposition A.2.14 et du corollaire A.2.12. La proposition A.2.19 assure que la décomposition
est primaire. Supposons que la décomposition de [ soit minimale. Les idéaux premiers /()¢
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sont alors tous distincts d’apres la bijection établie dans la proposition A.2.21. De plus, si on
avait (ﬂﬁ»zl’i# Qf) C Q5 pour un entier j de [1,/], la proposition A.2.17 impliquerait qu’on
a la méme relation sans extension. La décomposition de [° est donc aussi minimale.

La deuxieme égalité s’obtient a partir de la premiere en utilisant 1’égalité (vi) de la

proposition A.1.4 puis la proposition A.2.17. Le cas de minimalité est ici trivial. O

Remarquons que dans la proposition A.2.22, on peut remplacer les hypotheses ); NS = ()
par v/Q; NS = () d’apres le lemme A.2.15. On obtient ensuite directement les corollaires
ci-dessous.

Corollaire A.2.23 Soit A un anneau noethérien. Soit Q1N ...N Q; N...NQ,, une décom-
position primaire de 'idéal nul de A telle que \/Q; NS = 0 pour tout i € [1,1] et \/Q; NS # D

pour tout i € [+ 1,m]. Alors le noyau de ’homomorphisme canonique As est
Ker()\g) == mi»:l Qz .
Corollaire A.2.24 Si [ est un idéal d’'un anneau noethérien A tel que I¢° # S~ A. Alors

ass(I¢) = {P°|Pecass(l)et PNS=0},
ass([°) = {P | Peass(l)et PNS=0}.

Les algorithmes présentés dans le chapitre 5 manipulent des polynomes de P, tout en
les considérant comme des polynémes a une seule variable sur un anneau A défini par un
ensemble triangulaire de polynomes. Le fonctionnement de ces algorithmes est en fait basé sur
le fait que ’anneau A est un produit de corps. Pour établir cette structure dans le chapitre 4
nous faisons appel a certaines propriétés des anneauz réduits rappelées ci-dessous. Le lecteur
pourra se référer a [Boub6la] et [Bou61lb] pour une étude exhaustive de ces problemes. Nous
avons d’abord besoin de quelques éléments concernant la localisation par un idéal premier.

Définition A.2.25 Un anneau A est dit local s’il admet un unique idéal mazimal.

Si P est un idéal premier de A alors 'anneau Ap = S7!'A est un anneau local. Son
unique idéal maximal est I’extension de P dans Ap par le morphisme canonique Ag. C’est
un fait connu qui est une conséquence immeédiate de la proposition A.2.21. Pour éviter des
confusions nous éviterons d’utiliser la notation d’extension pour l'idéal maximal de Ap et
nous le désignerons par PAp.

Proposition A.2.26 Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A. Soit P' un idéal
premier de STYA et P son image réciproque par ['homomorphisme canonique \s de A dans
STrA. Alors

(S_lA)p/ ~ Ap .

Preuve. OnposeT = A\Pet T = As(T). D’apres les hypotheseson a S C T et P/ = Pe.1l
résulte clairement de la proposition A.2.16 que 7" ne rencontre pas P’. Supposons d’autre
part qu'un élément a/s de S~ A n’appartienne pas a P’. Etant donné que a/1 = (a/s)(s/1) et
que s/1 € P', on obtient a/1 & P’ et par suite @ ¢ P. On en conclut que (S~ A)\P' = ST
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Il est facile de vérifier que I’anneau de fractions de S™'A relativement & S™!'7T” est le méme
que relativement a T, et par conséquent

(ST A)p = T"7H(S7LA) .
Le résultat est alors une conséquence de la proposition A.2.9 qui assure I'isomorphisme
Ap >~ T'7H(S7LA) .
O

Lemme A.2.27 Soit [ un idéal d’un anneau A. Soit P € spec(A) tel que [ CP. On a alors
(A/[)p/[ ~ AP/IAP et fI’(A/P) ~ AP/PAP

Preuve. Soit S = A\P et S 'image de S dans I'anneau quotient A/I. On vérifie facilement
que S = (A/I)\ (P/I). On a alors par définition (A/I)p,; = g_l(A/]) d’une part et
Ap/IAp = STYA/IAp d’autre part. L’isomorphisme des deux structures est tout simplement
assuré par la proposition A.2.13. La seconde partie du lemme s’obtient en prenant pour [
I'idéal P lui-méme. O

Proposition A.2.28 Soient u et x deuxr éléments de A. Si u est une unité et si x est
nilpotent, alors u + = est une unité de A.

Preuve. Soit m € N tel que 2™ = 0. On a alors:

1 r  at xmt
S Nyl y =1
(uta)(=——Z+ 5+ +(=)" )
ce qui prouve que u + x est une unité de A. a

Lemme A.2.29 Soit A un anneau noethérien et P un tdéal premier isolé de ['idéal nul. Si
P est un idéal maximal alors le morphisme canonique de A dans Ap est surjectif.

Preuve. Posons S = A\ P. Il suffit de montrer que pour tout s € S il existe b € A tel
que 1/s = b/1 dans Ap. Puisque s € P, la maximalité de P entraine que 1 appartient a
I'idéal engendré par P et s. Il existe donc ¢ € A et p € P tels que ¢s = 1 — p. Notons @) la
composante primaire de radical P dans une décomposition primaire réduite de 1’idéal nul.
Puisque p est nilpotent dans ’anneau quotient A/Q), la proposition A.2.28 entraine que cs
est inversible dans A/Q. 1l existe donc d € A tel que 1 — eds € Q). Posons b = ed. 1’idéal
P étant isolé, c’est le seul idéal premier associé a (0) qui a une intersection vide avec S. Il
résulte du corollaire A.2.23 que () = Ker(Ag) et par conséquent 1/s = b/1. O

Définition A.2.30 On dit gu’'un anneau A est réduit si aucun élément non nul de A n’est
nilpotent, autrement dit si Nil(A) est réduit a 0.

Proposition A.2.31 Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A. Alors on a
Nil(S~1A) = Nil(A)°. En particulier, si A est réduit alors ST'A est réduit.
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Preuve. Supposons que (a/s)” =a™/s" =0oua € Aets € S. Il existe donct € S tel que
ta™ = 0, d’ott (ta)™ = 0 c’est-a-dire ta € Nil(A). On a par conséquent a/s = (ta)(ts)™" €
Nil(S~'A). L’inclusion réciproque est immédiate. O

Dans la définition A.2.30 il revient au méme de dire que l'idéal nul est radical. Dans un
anneau réduit les idéaux premiers associés a 'idéal nul sont par conséquent tous isolés et
ce sont les éléments minimaux de spec(A) (voir la remarque A.1.19). On obtient alors la
propriété suivante lorsqu’on passe a I’anneau total des fractions de A.

Proposition A.2.32 Soit A un anneau noethérien réduit. Alors le spectre de fr(A) est en
bijection avec 'ensemble des idéaux premiers associ€és a 'idéal nul dans A par les opérations
d’extension et de contraction entre A et fr(A). De plus, tout idéal P € spec(fr(A)) est a la
fois un idéal premier minimal et maximal dans spec(fr(A)).

Preuve. On pose S = reg(A). Considérons un idéal premier P’ de fr(A) = S~tA. D’apres
la proposition A.2.21, c’est I'extension d'un idéal P de A tel que SNP = (). Soit N?_,P; une
décomposition primaire de I'idéal nul de A. On a donc P C U?_,;P;. D’apres la proposition
A.1.1, I'idéal P est inclus dans I'un des P;, d’ou P = P; puisque P; est un élément minimal
de spec(A). On a ainsi prouvé que spec(S™'A) = {P5,j € [1,s]}. De plus, puisque les P;
sont en méme temps minimaux et maximaux dans I’ensemble ass(04), on déduit la méme
chose pour les éléments de spec(S™A). O

Proposition A.2.33 Soit A un anneau noethérien réduit et P un idéal premier associ€ a

(0) 4. On note P¢ lextension de P dans fr(A). Alors
fr(A)/P° ~ fr(A/P) .

Preuve. On pose S = reg(A). Considérons I"’homomorphisme canonique A de S~™'A dans
S7tApe. Il résulte de la proposition A.2.31 I'idéal P¢ est une composante primaire de 1'idéal
nul de S7'A; on vérifie alors aisément avec la proposition A.2.22 que Ker(\) = P°. De
plus, I'idéal P¢ est un idéal premier maximal selon la proposition A.2.32. Le lemme A.2.29
s’applique donc pour A, d’ou

(STTA)/Pe ~ (ST1A)pe .
Il résulte alors de I'isomorphisme de la proposition A.2.26 que
(STTA)/PE ~ Ap . (A.5)

Remarquons que I'anneau Ap est un corps puisque P¢ est un idéal maximal. [.’idéal maximal
P Ap est un idéal propre de Ap donc forcément réduit a 0. On en déduit avec le lemme A.2.27
que

Ap =~ fr(A/P),

ce qui établit avec (A.5) I'isomorphisme demandé. O
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Proposition A.2.34 Soit A un anneau noethérien réduit. Alors son anneau total des frac-
tions fr(A) est un produit fini de corps. De plus, on a

fr(A) ~ fr(A/P1) x ... x fr(A/Py)

ou les P; sont les idéauz premiers associés a l'idéal nul de A.

Preuve. En notant S =reg(A) et P{ 'extension de P; dans fr(A), on a
fr(A) = S7'A = (STTA) /(N PY) .

Puisque selon la proposition A.2.32 les P; sont maximaux, le théoreme des restes chinois
(proposition A.1.2) entraine

fr(A) = STVA/PE x ... x STIA/PE

On a ainsi prouvé que fr(A) est un produit de corps. Quant a l'isomorphisme, c’est une
conséquence de la proposition A.2.33. O

A.3 Notion de hauteur

Nous rappelons la notion de hauteur d’un idéal premier puis d’un idéal quelconque pour
les anneaux noethériens. L’étude de ces concepts est a la base de la théorie de la dimen-
sion (chap. 3 de [Ser65]). Nous montrons dans le chapitre 4 que les ensembles triangulaires
présentent des propriétés importantes liées a cette notion. En prenant en compte ces pro-
priétés, il est en effet possible d’éliminer des branches de calculs inutiles dans les algorithmes
que nous présentons dans le chapitre 5 et de permettre ainsi la décomposition de systemes
algébriques que nous n’avions pu effectuer avec nos premieres implantations.

Définition A.3.1 Soit A un anneau commutatif. On appelle chaine d’idéaux premiers dans
A toute suite finie d’idéaur premiers de A strictement croissante pour l'inclusion

PoCPiC...CPn.

L’entier m est appelé longueur de la chaine.

La hauteur d’un idéal premier P est la longueur mazimale (éventuellement infinie) des
chaines d’idéaux premiers Po, Py, ..., Py telles que P, = P. On la note ht(P).

La dimension de l'anneau A est la borne supérieure des longueurs des chaines d’idéaux
premiers dans A. La dimension d’un idéal I correspond a la dimension de Uanneau quotient

A/l

Remarque A.3.2 Il est clair que pour tous idéaux premiers P et Py de A tels que Py C Ps,
on a: ht(Py) < ht(Psy) et si les hauteurs sont égales alors Py = Ps.
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Dans les anneaux noethériens, on a le théoreme suivant tres important qui permet de
borner la hauteur des idéaux premiers associés a un idéal. Le lecteur pourra se référer a

[SZ67] (p. 240) par exemple.

Théoreme A.3.3 Soit A un anneau noethérien et I un idéal propre de A. Si I admet
une base composée de m éléments, alors pour tout idéal premier P isolé associé a I on a

ht(P) < m.

Il en résulte que tout idéal premier dans un anneau noethérien est de hauteur finie. On
peut alors généraliser la notion de hauteur a des idéaux quelconques d’un anneau noethérien.

Définition A.3.4 Soit [ un idéal d’un anneau noethérien A. On définit la hauteur de I par
ht(/) = min{ ht(P), P € spec(A) et IC P} .

On vérifie aisément que ht(/) = min {ht(P), P € ass([)}, ce qui amene a la définition
suivante.

Définition A.3.5 Un idéal I d’un anneau noethérien A est dit équidimensionnel si tous les
idéaux premiers isolés de I sont de méme hauteur. L’idéal I est dit purement équidimen-
sionnel si tous ses idéaux premiers associés sont de méme hauteur.

Un idéal I est donc purement équidimensionnel si et seulement si il est équidimensionnel
et que toutes ses composantes primaires sont isolées. Dans 1’anneau de polynémes P,,, on
définit une notion plus forte comme suit.

Définition A.3.6 Soit [ un idéal de P,. On dit que I est fortement équidimensionnel si
pour tout i € [1,n] et pour tout P et tout Q € ass(I), on a ht(PNP;) =ht(QNP,)

La propriété importante suivante est une conséquence immédiate de la remarque A.3.2.

Proposition A.3.7 Soit [ un idéal d’un anneau noethérien A. Si I est purement équidi-
mensionnel alors les composantes primaires de I sont toutes isolées.

Pour toute partie multiplicative S d’un anneau noethérien A, la hauteur d’un idéal pre-
mier de S71A est finie puisque S™'A est noethérien. Elle est méme égale & celle de son
contracté dans A ainsi qu’il est précisé ci-dessous.

Proposition A.3.8 Soit A un anneau noethérien et S une partie multiplicative de A. Soit
P un idéal premier de A tel que P NS = ( et P¢ son extension dans ST A. Alors on a
ht(P) = ht(P°).

Preuve. Soit Py C P; C ... C P,, une chaine d’idéaux premiers de A telle que P,, = P.
Pour tout ¢ € [0,m] on a P; NS =0, donc

PsCP;C...CP;,

est une chaine d’idéaux premiers de S™' A d’apres la proposition A.2.21. On a par conséquent
ht(P¢) > ht(P). De la méme maniere, & partir de toute chaine d’idéaux premiers de S™'A
d’extrémité P°, on obtient par contraction une chaine d’idéaux premiers de A d’extrémité
Pee. Puisque P = P par la proposition A.2.17, on en déduit alors ht(P) > ht(P°). a
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A.4 Suites réguliéres

On rappelle la notion de suites régulieres dans un anneau A et quelques-unes de leurs pro-
priétés. On trouve aussi dans la littérature le terme de A-suite pour suite réguliere ([Jeb93]).
Pour plus de détails et sur la notion plus générale de suite réguliere sur un A-module, on
pourra consulter a [Kap74]. Dans les anneaux de Macaulay (voir définition A.4.10) cette
notion permet de caractériser la hauteur d’un idéal premier. En utilisant le fait que P, est
un anneau de Macaulay, nous montrerons que les ensembles triangulaires de polynomes in-
duisent des suites régulieres dans un anneau de fractions; c’est ainsi que nous dégagerons le
résultat d’équidimensionnalité du théoreme 4.1.4.

Définition A.4.1 Une suite ay,...,as d’un anneau A est une suite réguliere si:
(1) {ar,...,as) # A,
(12) pour tout v € [1,s], a; € Div(A/(ay,...,a;)).

Le nombre d’éléments s de la suite réguliere est appelé longueur de la suite.

Exemple A.4.2 Si A est 'anneau de polynomes k[zq,...,x,] alors x1,..., 2, est une suite
réguliere de A.

La proposition suivante se déduit facilement du second théoreme d’isomorphisme.

Proposition A.4.3 Soit ay,...,as des éléments d’un anneau A. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(i) ai,...,as est une suite réguliére de A,

(ii) ai,...,a, est une suite réguliere de A et a,41,...,as est une suite réguliere de anneau
quotient A/{ay,...,a.).

Proposition A.4.4 Soit ay,az une suite réguliére d’un anneau A. Alors a; & Div(A/(az)).

Preuve. Supposons qu’il existe u € A tel que uay soit nul dans A/{ay). Il existe v € A tel
que ua; = vay. Par hypothese ay n’est pas diviseur de zéro dans A/(ay) donc v € (ay). Par
conséquent il existe w € A tel que wa; = wajaz. Puisque a; € Div(A) on obtient u = was
donc u est nul dans A/{az), ce qui prouve I'assertion. O

Des propositions A.4.3 et A.4.4, on déduit facilement la proposition suivante.

Proposition A.4.5 Soit ay,...,as une suite réguliere de A. Alors la suite ay, ..., a;_1, a1, a;,
Qit2,-..,0s obtenue en permutant les termes de rang v et de rang 141, est une suite réguliére
de A si et seulement si a;41 € Div(A/{ay,... a,-1)).

Corollaire A.4.6 Soit A un anneau et ay,...,a; une suite régulicre de A. Soit b un élément
de A tel que ay,...,a;,b,a,41,...,a5 est une suite réguliere de A. Alors ay, ..., as,b est une
suite réguliere de A.
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Preuve. Il suffit d’utiliser la proposition A.4.5 pour permuter b avec a;11, puis avec a; o
et ainsi de suite jusqu’a as. a

En notant [; = (ay,...,a;), on vérifie facilement que Iy, . .., I forme une suite strictement
croissante d’idéaux de A. Dans un anneau noethérien les suites régulieres sont par conséquent
finies et on peut ainsi parler de suites régulieres maximales. On suppose pour la fin de cette
section que A est noethérien.

Lemme A.4.7 Soit A un anneau noethérien et [ un idéal de A. Une suite réguliere aq, . .., ag
contenue dans I est maximale si et seulement si [ C Div(A/{a,... as)).

Preuve. D’apres le corollaire A.4.6, la suite aq, ..., as est maximale dans [ si et seulement
pour tout b € [ la suite aq,...,as, b n’est pas une suite réguliere, ce qui revient a dire que b
est diviseur de zéro dans A/(ay,...,as). O

Les suites régulieres présentent la caractéristique majeure suivante :

Théoreme A.4.8 Soit [ un idéal propre d’anneau noethérien A. Alors deux suites réguliéres
maximales quelconques de A contenues dans I sont de méme longueur.

Preuve. Il revient au méme de montrer que si ay, ..., a, est une suite réguliere maximale
dans [ et b1,...,b, une suite réguliere contenue dans I, alors by,...,bs est maximale. Cela
s’effectue par récurrence.

Soit s = 1. Puisque a; est maximalel’idéal [ est inclus dans la réunion des idéaux premiers
associés a (ay), donc dans I'un d’eux (proposition A.1.1) qu’on note P. D’apres la proposition
A.1.22 il existe u € A tel que P = (a1) : u. On en déduit avec le lemme A.4.7que [u C (ay).
Il existe donc v € A tel que asu = ayv. Plus généralement, pour a € [ il existe w € A tel que
au = ajw. Les deux dernieres relations entrainent alors aa;v = ayau = aza;w. Puisque par
hypothese a; est un élément régulier de A, on en déduit que v C (az). On affirme de plus
que v &€ (az). En effet, dans le cas contraire on déduit facilement de la relation ayu = ayv que
u appartient a (a1), ce qui est impossible. On a ainsi montré que [ est composé de diviseurs
de zéro dans A/(az). La suite ay est donc maximale dans [I.

Pour n > 1, on pose B; = A/{a1,...,a;) et C; = A/(by,...,b;) pour i € [Il,n — 1] et
By = Cy = A. 1l résulte du lemme A.4.7 que [ ¢ Div(B;) et [ ¢ Div(C;). Les ensembles
Div(B;) et Div(C;) sont des réunions d’idéaux premiers. La proposition A.1.1 entraine alors
qu’il existe un élément ¢ de [ tel que ¢ n’appartient a aucun des Div(B;) et Div(C;). Comme
par hypothese a; est une suite réguliere maximale de B;_1, la suite ¢ I’est aussi d’apres le cas
s = 1. En utilisant la proposition A.4.5, on peut permuter successivement ¢ avec as_q, ..., a.
On obtient ainsi une suite réguliere ¢, ay,...,as;_1 qui est clairement maximale dans /. De
méme ¢, by, ..., bs_q est une suite réguliere de I. Sur 'anneau quotient A/(c) on dispose donc
des suites régulieres ay,...,a,_1 et by,...,bs_1, la premiere étant maximale. L’hypothese de
récurrence implique que by, ..., bs_1 est maximale sur A/(c). Il en découle que ¢,by,...,bs_1,
puis by,...,bs_1, ¢ sont maximales sur A. En appliquant de nouveau le cas s = 1 sur I’anneau
A/(by,...,bs_1), on conclut que by,..., by est maximale sur A. O
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Lemme A.4.9 Soit ay,...,as une suite réguliére dans un anneau noethérien A et I ["idéal
engendré par les éléments aq, ..., as. Pour tout idéal premier P associé a I la suite ay, ..., a,
est une suite régulicre maximale dans P.

Preuve. Soit b un élément de A tel que ay,...,a;,b,a;11,...,as est une suite réguliere de
A. Alors ay, ..., as, b est une suite réguliere de A d’apres le corollaire A.4.6. Par conséquent
b n’est pas un diviseur de zéro dans A/I. On en conclut que b € P, d’ou le résultat. a

L’intérét des suites régulieres dans certains anneaux apparait plus précisément ci-dessous.

Définition A.4.10 On dit qu’un anneau noethérien A est un anneau de Macaulay (ou
anneau de Cohen-Macaulay si pour tout idéal maximal M de A, la longueur commune des
suites réqulieres mazimales de M est é€gale a la hauteur de M.

On montre alors que dans un anneau de Macaulay, cette correspondance vaut pour tout
idéal, autrement dit la longueur commune des suites régulieres maximales contenues dans
un idéal propre [ est égale a ht([) (voir le théoreme 136 p. 97 de [Kap74]). D’autre part, le
passage a un anneau de fractions conserve la propriété de Macaulay comme le rappelle la
proposition suivante.

Proposition A.4.11 Si A est un anneau de Macaulay et S une partie multiplicative de A,
alors STYA est un anneau de Macaulay.

Preuve. voir [Kap74] page 100. O

Rappelons qu'un anneau de polynomes a plusieurs variables sur un corps est un anneau
de Macaulay (voir [Kap74] p.110). Ce fait et la proposition A.4.11 permettent d’exploiter
les propriétés ci-dessous dans le chapitre consacré aux ensembles triangulaires. Le théoreme
A.4.12 ci-dessous est une conséquence directe dans les anneaux de Macaulay du lemme A.4.9.
Les corollaires A.4.13 et A.4.14 en résultent alors immédiatement (avec la remarque A.3.2).

Théoreme A.4.12 Soit A un anneau de Macaulay. Soit aq, ..., as une suite réguliere dans
A et I lidéal engendré par ay,...,a,. Alors pour tout idéal premier P associé¢ a I on a
ht(P) = s.

Corollaire A.4.13 Soit A un anneau de Macaulay et I un idéal de A engendré par une
suite réguliere. Alors les idéaux premiers associés a I sont tous isolés.

Corollaire A.4.14 Si [ est un idéal engendré par une suite réguliére dans un anneau de
Macaulay alors I est purement équidimensionnel.



Annexe B

Bases de Grobner

Nous rappelons quelques éléments de la théorie des bases de Grobner qui est omnipré-
sente en calcul formel pour les problemes traitant d’idéaux. Cette théorie a été développée
principalement depuis les travaux de B. Buchberger qui a présenté dans [Buc65] un premier
algorithme pour calculer des bases de Grobner . 11 fournit un ensemble canonique de géné-
rateurs d’'un idéal relativement a un ordre donné, qui permet de tester I’appartenance d’un
polynéme a 1'idéal.

Cette théorie est basée sur une notion d’ordre sur les monomes unitaires de P, grace
a laquelle on peut généraliser ’algorithme de la division eucidienne pour les polynomes a
plusieurs variables. Rappelons que nous considérons nos variables ordonnées comme suit :

T < X2 <...< 2T, .

Définition B.0.15 On note My, Uensemble {z*...20" | ay,...,q, € N} des monomes
(unitaires) de P, Une relation d’ordre total “<” sur l'ensemble My est dite un ordre ad-
missible si pour tous (ay,...,ay) et (yetay,...,B3,) dans W* les propriétés suivantes sont

vérifiées :
(i) 1 <aft...aim,

(i) a5t atm < at L alh = (g, ) € NP gt < g P et

Il existe divers ordres admissibles. Nous nous intéresserons plus particulierement a 'ordre
lexicographique pur qu’on peut rapprocher de la vision récursive des polynomes utilisée dans
la théorie des ensembles triangulaires. Les bases de Grobner lexicographiques bénéficient
de propriétés fondamentales pour calculer un idéal d’élimination. Mentionnons que 'ordre
du degré lexicographique inverse se révele tres efficace pour obtenir une base de Grobner en
pratique. Des ordres par blocs sont utilisés par exemple pour calculer des idéaux d’élimination
plus facilement qu’avec l'ordre lexicographique.

Définition B.0.16 [ ‘ordre lexicographique (pur), noté <., est défini par:

a; =f; Vjell+1n]

n ﬁ n
R o B S IR EIEE[l,n],{ or < B
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Nous supposons maintenant qu’un ordre admissible < est fixé et omettons généralement
la référence a cet ordre.

Définition B.0.17 Soit p un polynome de P,,. L’élément maximal pour < de l'ensemble des
monomes de p est appelé monome de téte de p et noté Im(p). Le coefficient de Im(p) dans
p est appelé coefficient de téte de p. On le désigne par Ic(p). Le terme de téte de p, noté
It(p) est défini par lt(p) = lc(p) Im(p). Pour un sous-ensemble G de P, on note It(G) l'idéal
engendré par {It(g) | g € G}.

Définition B.0.18 Un sous-ensemble fini G = {qg1,...,q,} d’'un idéal I C P, est une base
de Grobner de [ si
It(G) =1t(1) .

On dit qu’une base de Grobner GG est minimale si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) lc(g) =1 pour tout g € G,

(ii) pour tout g € G on alt(g) € t(G\ {g}).

Théoreme B.0.19 Tout idéal de P, admet une unique base de Grobner minimale par rap-
port a lordre <.

Preuve. Voir [BW93] p. 209. O

L’idéal It(1) est un idéal monomial, c’est-a-dire engendré par des monomes. Il vérifie alors
la propriété suivante, qui se déduit du lemme 2 p. 69 de [CLO92].

Proposition B.0.20 Soit [ un idéal de P,, engendré par une base de Grébner G et p € P,,.
Si p appartient a I alors il existe g € G tel que Im(g) divise Im(p).

La proposition ci-dessous montre que les bases de Grobner lexicographiques permettent
de faire de I’élimination. Rappelons que si [ est un idéal de P,, on dit qu’'un idéal J de P;
est un ideéal d’élimination de [ s1 J = I NP;.

Proposition B.0.21 Soit [ un idéal de P, et G une base de Grébner de I pour ['ordre
lexicographique. Pout tout i € [1,n] Uensemble G; = G N P; est une base de Gréobner lexico-
graphique de l'idéal d’élimination I N P;. On a en particulier

[NP; = (G;) .
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base de Grobner, 162

minimale, 162

chaine réguliere, 56
cloture de Zariski, 11
composante primaire d’un idéal, 146
consistant

ensemble triangulaire, 24

syst. quasi-algébrique, 107
contraction d’un idéal, 142
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dimension, 156

décomposition primaire, 146
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composante isolée, 146
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ensemble caractéristique de Ritt, 48
ensemble caractéristique de Wu, 46
ensemble médian, 67, 69
ensemble triangulaire, 20

consistant, 24

initialement réduit, 21

normalisé, 21

réduit, 21

régulier, 50

standard, 23
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équidimensionnalité d’un idéal, 157
extension d’un idéal, 142

fine triangular set, 23
groupe de Galois, 85
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hauteur d’un idéal premier, 156
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quasi monogene, 32
régulier, 32
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associé a une variété, 10
d’élimination, 162
des relations d’un polynome, 85

des relations symétriques d’un polynéme,

85
premier associé a un idéal, 146
premier immergé, 146
premier isolé, 146
quotient, 142
équidimensionnel, 157
initial d’un polynome, 16
initiaux itérés, 18
inverse modulo un ensemble triangulaire,

80
normalisé (polynome), 18

ordre admissible, 161

ordre de Ritt
sur les ensembles triangulaires, 47
sur les polynomes, 16

ordre lexicographique, 161

partie multiplicative, 148
partie multiplicative saturée, 148
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polynéme
initialement réduit, 17
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polynéme réduit
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21
par rapport a un autre polynéme, 17
pseudo-quotient, 18
pseudo-reste, 18

queue d’un polynéme, 16

remainder formula, 22

représentation d’'une chaine réguliere, 56
réduction forte d’un polynéme, 17
résolvante, 96

saturé d’un ensemble triangulaire, 24
saturé d’un idéal par un polynome, 144
scindage d’un ensemble triangulaire, 73, 74
suite réguliere, 158

systeme algébrique, 12

systeme quasi-algébrique, 107

T-scindage, 73

tour d’extensions simples, 60
séparable, 60

téte d’un polynéme, 16

variable algébrique
d’un ensemble triangulaire, 20
variable principale
d’un ensemble triangulaire, 20
d’un polynéme, 16
variable transcendante
d’un ensemble triangulaire, 20
variété, 10

zéro d’un ensemble de polynomes, 10
zéro régulier d’un ensemble triangulaire, 24
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